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Phương trình dạng

[image: image1.wmf](

)

12n

Fx,x,...,x0

=


trong đó F = 
[image: image2.wmf](

)

12n

Fx,x,...,x

 là một đa thức của các biến 
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với hệ số nguyên, thường được gọi là phương trình Diophante hay phương trình nghiệm nguyên. Giải phương trình Diophante nghĩa là tìm các số nguyên 
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thỏa mãn phương trình.


Phương trình Diophante là một lĩnh vực nghiên cứu rất phong phú và rộng lớn của Toán học. Định lí lớn Fermat: “Phương trình 
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không có nghiệm khác 0 với 
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” là một bài toán về phương trình Diophante. Việc giải các bài toán về phương trình Diophante đã thúc đẩy sự phát triển của Toán học, làm nảy sinh những ngành Toán học mới.

Không có một phương pháp chung nào cho việc giải các phương trình Diophante. Tuy nhiên, đối với một số lớp phương trình Diophante nào đó đã có câu trả lời trọn vẹn về sự có nghiệm cũng như cách tìm các nghiệm của nó. Chương I của quyển sách này trình bày về phương trình Diophante bậc nhất nhiều ẩn. Mặc dù sinh viên đã được học về phương trình Diophante bậc nhất hai ẩn trong giáo trình Số học của Cao đẳng Sư phạm nhưng để đảm bảo tính hệ thống, trong giáo trình này vẫn trình bày lại các kết quả đó. Chương II được dành để trình bày các kết quả rất phong phú và lí thú về một lớp phương trình Diophante bậc hai, hai ẩn là phương trình Pell. Chương III đề cập đến phương trình Pythagore và lời giải của bài toán Fermat với n = 4 và n = 3. Lời giải của bài toán Fermat với n = 3 đợc trình bày đúng như lịch sử của nó. Điều đó nhằm để người học có dịp thấy được sự phát triển logic của tư tưởng Toán học thông qua một ví dụ cụ thể. Lời giải này cũng dẫn người học đến ngưỡng cửa của Lí thuyết Số đại số.

Trong khuôn khổ của một giáo trình chuyên đề cho sinh viên ngành Toán của các trường Cao đẳng Sư phạm, quyển sách này chỉ đòi hỏi ở độc giả những kiến thức cơ bản của đại số đại cương về các cấu trúc vành và trường, và các kiến thức số học về tính chia hết, số nguyên tố, lí thuyết đồng dư và về liên phân số.


Theo tinh thần đổi mới, giáo trình này cũng chú trọng trình bày các thuật toán giải phương trình và đề xuất những bài tập có tính chất nghiên cứu để sinh viên có thể tự tìm hiểu về những vấn đề mở rộng và sâu sắc hơn ngoài giáo trình. Giáo trình này đã được bổ sung và sửa chữa trong quá trình tác giả giảng dạy ở lớp chuyên đề dành cho sinh viên K52 khoa Toán trường ĐHSP Hà Nội. Tác giả cảm ơn các sinh viên của lớp về những nhận xét và về nhiều bài tập các bạn đã cung cấp để bổ sung vào giáo trình.

Tác giả cũng trân trọng cảm ơn GS. Đoàn Quỳnh, PGS.TSKH. Đặng Hùng Thắng và TS. Trần Phương Dung đã đọc bản thảo và cho nhiều nhận xét quý báu.


Cuối cùng, qua quyển sách, tác giả hi vọng gây được sự hứng thú cho người đọc đối với phương trình Diophante, một vấn đề rất cổ điển, nhưng có tính thời sự này của Toán học.


Tác giả xin chân thành cảm ơn những nhận xét quý báu của bạn đọc.
Tác giả

BẢNG CÁC KÍ HIỆU VÀ CHỮ TẮT SỬ DỤNG TRONG SÁCH
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	Tập hợp số tự nhiên khác 0
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	Tập hợp số nguyên
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	Tập hợp số hữu tỉ

	
[image: image11.wmf][

]

012

q;q,q,...


	Liên phân số
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	Giản phân cấp k của liên phân số
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	Phép gán b cho a

	(x, y), (x, y, z)
	Cặp số nguyên, bộ ba số nguyên

	d = ƯCLN(x, y)
	d là ước chung lớn nhất của x và y
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	Kí hiệu Legendre
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	Chuẩn của 
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	a đồng dư với b theo môđun m

	a \ b
	a chia hết b

	a mod b
	Số dư trong phép chia a cho b


CHƯƠNG I. PHƯƠNG TRÌNH DIOPHANTE BẬC NHẤT
Bài 1. ĐIỀU KIỆN CÓ NGHIỆM


Phương trình Diophante bậc nhất là phương trình dạng:
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trong đó 
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và 
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là những số nguyên không đồng thời bằng 0. Kí hiệu d = ƯCLN(a1, a2,..., an) là ước chung lớn nhất của a1, a2,..., an. Ta có định lí sau:
1.1. Định lí

Điều kiện cần và đủ để phương trình (1) có nghiệm nguyên là d | b.


Chứng minh

Giả sử phương trình (1) có nghiệm nguyên. Khi đó tồn tại các số nguyên b1, b2,..., bn sao cho
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Từ đẳng thức trên suy ra mọi ước chung của a1, a2,..., an đều là ước của b. Đặc biệt, d | b.

Ngược lại, giả sử d | b. Ta có, chẳng hạn b = dq. Vì d là ước chung lớn nhất của a1, a2,..., an nên tồn tại các số nguyên k1, k2,..., kn sao cho
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Nhân cả hai vế của đẳng thức trên với q, với chú ý rằng b = dq, ta được:
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Vậy phương trình (1) có nghiệm là x1 = k1q, x2 = k2q,..., xn = knq. Định lí được chứng minh.
1.2. Định lí

Nếu phương trình (1) có nghiệm thì nó có vô số nghiệm.


Chứng minh


Giả sử x1 = b1, x2 = b2,..., xn = bn là một nghiệm của phương trình (1), nghĩa là:
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Đặt 
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 ở đây t1, t2,..., tn-1 là những số nguyên tuỳ ý. Dễ kiểm tra được rằng khi đó y1, y2,..., yn cũng là nghiệm của phương trình (1). Thật vậy, ta có:
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Cho t1, t2,..., tn-1 độc lập với nhau nhận các giá trị nguyên tùy ý, ta được một tập hợp vô hạn các nghiệm của phương trình (1).

Bài 2. GIẢI PHƯƠNG TRÌNH DIOPHANTE BẬC NHẤT


Giả sử phương trình (1) có nghiệm. Để trình bày thuật toán giải phương trình này, trước hết ta hãy xét hai trường hợp đặc biệt sau:

2.1. Phương trình có một hệ số của ẩn bằng 
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Giả sử phương trình (1) có một hệ số của ẩn bằng 
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chẳng hạn a1 = 1, khi đó nó có dạng
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Chuyển các số hạng chứa ẩn x2,..., xn sang phải ta được
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Cho x2,..., xn các giá trị nguyên tuỳ ý x2 = t2,..., xn = tn, ta được:
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Vậy tập hợp nghiệm của phương trình là:
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trong đó t2,..., tn là những số nguyên tuỳ ý.


Ví dụ. Giải phương trình: 3x – y + 4z = 2.

Từ phương trình suy ra: y = 3x + 4z – 2.


Đặt x = u, z = v ta được y = 3u + 4v – 2.


Vậy tập nghiệm của phương trình là: x = u, y = 3u + 4v – 2, z = v, với u, v là những số nguyên tuỳ ý.

2.2. Phương trình có các hệ số khác 0 của ẩn bằng nhau về trị tuyệt đối

Giả sử phương trình (1) có các hệ số khác 0 của ẩn đều bằng nhau về trị tuyệt đối và bằng c. Khi đó do điều kiện có nghiệm của (1) ta phải có c | b. Chia hai vế của phương trình cho c, ta được một phương trình có hệ số của ẩn bằng 1, đã xét ở trên.

Chú ý khi giải phương trình (1) ta không cần chú ý đến các ẩn với hệ số bằng 0. Các ẩn này sẽ nhận các giá trị nguyên tuỳ ý độc lập với nhau và độc lập với các giá trị của các ẩn khác.


Ví dụ. Giải phương trình: 
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Chia hai vế cho 3 ta được phương trình: 
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Hay 
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Đặt 
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Vậy nghiệm của phương trình là: 
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 với u, v, k, t là những số nguyên tuỳ ý.
2.3. Phương trình Diophante bậc nhất tổng quát

Ta có thể đưa một phương trình Diophante bậc nhất tổng quát về một trong hai dạng đặc biệt trên nhờ thuật toán sau:


Giả sử các hệ số của phương trình (1) không bằng nhau tất cả, và giả sử 
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Thực hiện phép chia có dư 
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Khi đó hai số hạng đầu của phương trình được viết thành:
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Bằng phép đổi biến số: 
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ta đưa phương trình (1) về một phương trình mới đối với các ẩn 
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 Nếu đã tìm được các nghiệm nguyên 
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của phương trình này thì ta cũng tìm được các nghiệm nguyên 
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của phương trình (1).

Như vậy, thực hiện phép biến đổi trên ta luôn có thể đưa phương trình đang xét về một phương trình có hệ số của ẩn nhỏ hơn về giá trị tuyệt đối. Nhưng một dãy số tự nhiên giảm dần bị chặn dưới bởi 0, nên sau hữu hạn phép biến đỏi như vậy ta đưa được phương trình đã cho về một phương trình có một hệ số của ẩn bằng 
[image: image53.wmf]1
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 hoặc tất cả các hệ số khác 0 của ẩn bằng nhau về trị tuyệt đối.

Ví dụ 1. Giải phương trình: 3x – 7y + 5z = 2.


Ta có 7 = 3.2 + 1. Do đó phương trình có thể viết thành
3(x – 2y) – y + 5z = 2.

Đặt u = x – 2y, ta được phương trình:

3u – y + 5z = 2 hay y = 3u + 5z – 2.


Phương trình có nghiệm
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Từ u = x – 2y, suy ra x = u + 2y = k + 2(3k + 5t – 2) hay x = 7k + 10t – 4.


Vậy phương trình đã cho có nghiệm là:
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Ta nói các nghiệm của phương trình phụ thuộc hai tham số.


Ví dụ 2. Một người mua ba loại rau là bắp cải, xu hào và khoai tây hết 50.000đ. Hỏi người đó đã mua mỗi thứ bao nhiêu kilôgam, biết rằng giá của bắp cải, xu hào, khoai tây tương ứng là 3000đ, 4000đ, 5000đ một kilôgam, số kilôgam mỗi loại là một số nguyên và số khoai tây không ít hơn 7kg.
Giải

Gọi x, y, z là số kilôgam bắp cải, xu hào, khoai tây mua được. Ta có phương trình:
3000x + 4000y + 5000z = 50000
Hay


[image: image56.wmf](

)

3x4y5z503xyy5z50.

++=Û+++=



Đặt u = x + y, ta được phương trình
3u + y + 5z = 50


Suy ra

y = 50 – 3u – 5z.


Tập hợp nghiệm của phương trình này là:
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Ta có: x = u – y = k – (50 – 3k – 5t) = 4k + 5t – 50.


Vậy phương trình xuất phát có nghiệm là:
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Theo giả thiết 
[image: image59.wmf]t7.
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· Với t = 7, ta được x = 4k – 15, y = 15 – 3k. Vì x > 0, y > 0 nên suy ra k = 4. Vậy x = 1, y = 3, z = 7.
· Với t = 8, ta được x = 4k – 10, y = 10 – 3k. Để x > 0, y > 0 thì k = 3. Vậy x = 2, y = 1, z = 8.

· Với 
[image: image60.wmf]t9
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 không có số nguyên k nào để đồng thời có x > 0 và y > 0.

Kết luận số bắp cải, xu hào, khoai tây tương ứng đã mua là 1kg, 3kg, 7kg hoặc 2kg, 1kg, 8kg.

Bài 3. PHƯƠNG TRÌNH DIOPHANTE BẬC NHẤT HAI ẨN

Xét phương trình Diophante bậc nhất hai ẩn:

ax + by = c

(2)

với 
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 Kí hiệu d = ƯCLN(a, b).


Đây là trường hợp đặc biệt của phương trình Diophante bậc nhất tổng quát. Trường hợp này đã được xét trong giáo trình Lí thuyết số (xem [5], [11]) như một áp dụng của lí thuyết chia hết. Tuy nhiên, vì tính hệ thống của vấn đề, ở đây ta cũng trình bày lại kết quả về tập hợp nghiệm và cách giải phương trình (2). Theo định lí 1.1. điều kiện cần và đủ để phương trình (2) có nghiệm là d | c. Định lí dưới đây cho thấy rằng tập hợp nghiệm của phương trình (2) sẽ hoàn toàn được xác định khi biết một nghiệm riêng của nó.
3.1. Định lí

Nếu 
[image: image62.wmf](
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là một nghiệm của phương trình (2) thì tập hợp các nghiệm (x, y) của phương trình (2) được xác định bởi hệ thức:
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(3)

Chứng minh

Dễ thấy, mỗi cặp số nguyên (x, y) dạng (3) với t là một số nguyên tuỳ ý đều là nghiệm của phương trình (2). Thật vậy, ta có:
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Ngược lại, giả sử (x, y) là một nghiệm tuỳ ý của phương trình (2), vì 
[image: image65.wmf](
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cũng là một nghiệm của phương trình nên ta có đồng thời hai đẳng thức:
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Trừ các vế tương ứng của hai đẳng thức này ta được:
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(4)
hay
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Đẳng thức này chứng tỏ 
[image: image69.wmf](
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chia hết cho b. Từ đó suy ra:
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Vì d là ước chung lớn nhất của a và b, nên 
[image: image72.wmf]a
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và 
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nguyên tố cùng nhau và từ khẳng định trên suy ra: 
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Hay tồn tại số nguyên t sao cho:
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Vậy 
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Thay kết quả này vào (4) ta được:
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Từ đó suy ra:
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Đó là điều phải chứng minh.


Chú ý. Định lí 3.1. cho thấy để giải phương trình (2) ta chỉ cần tìm một nghiệm riêng của nó. Dưới đây ta sẽ trình bày các phương pháp tìm một nghiệm riêng của phương trình (2). Nhưng trước hết ta trình bày một thuật toán giải phương trình này dựa theo phương pháp giải phương trình Diophante bậc nhất tổng quát.
3.2. Thuật toán Euclide giải phương trình bậc nhất hai ẩn

Trước hết, ta luôn có thể coi các hệ số a, b của phương trình (2) là những số nguyên dương. Nếu chẳng hạn, a < 0 thì bằng phép đổi biến số x’ = -x ta được phương trình có hệ số của x dương.


Giả sử a > b. Thực hiện phép chia a cho b, ta được:


[image: image80.wmf]abqr,0rb

 

=+£<


· Nếu r = 0 thì b = ƯCLN(a, b) | c và phương trình (2) có dạng:

bqx + by = c.


Chia hai vế cho b ta được:

qx + y = c1, (c = bc1).


Phương trình có nghiệm là:
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· Nếu r > 0 thì phương trình (2) có dạng:

(bq + r)x + by = c
hay 









   b(qx + y) + rx = c.


Đặt 
[image: image82.wmf]11
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ta được phương trình
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(5)


Trong đó b < a, r < b. Lại tiếp tục thực hiện thuật toán trên với phương trình (5), bằng cách chia b cho r: 
[image: image84.wmf]111
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 Thuật toán sẽ dừng lại sau khi ta gặp phép chia có dư bằng 0. Thuật toán sẽ dừng lại sau hữu hạn bước vì dãy các số dư 
[image: image85.wmf]12
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 là dãy số tự nhiên đơn điệu giảm:

b > r > r1 > ...

Do đó đến một lúc nào đó phải có rn = 0. Nhận xét rằng thuật toán trình bày trên chính là thuật toán Euclide để tìm ước chung lớn nhất của a và b.


Vậy ta có thuật toán giải phương trình:
ax + by = c

với a > b > 0 như sau:

· Chia a cho b: a = bq + r, 
[image: image86.wmf]0rb.
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Nếu r = 0 ta viết nghiệm:
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· Nếu r > 0 thì thực hiện các phép gán:


[image: image88.wmf]a:b,b:r,x:qxy,y:x.
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Ví dụ. Giải phương trình: 107x + 21y = 5.

Chia 107 cho 21 ta được: 
107 = 21.5 + 2.


Đặt x1 = 5x + y, y1 = x, ta được phương trình:

21x1 + 2y1 = 5.

Chia 21 cho 2 ta được:

21 = 2.10 + 1.


Đặt x2 = 10x1 + y1, y2 = x1, ta được phương trình:

2x2 + y2 = 5.


Phương trình cuối cùng có nghiệm là:
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Thay ngược lên ta được:

x1 = y2 = 5 – 2t
10x1 + y1 = x2 = t


Hay
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x = y1 = 21t – 50

5x + y = x1 = 5 – 2t


Hay

x = 21t – 50
y = 5 – 2t – 5(21t – 50) = -107t + 255.


Vậy nghiệm của phương trình đã cho là:
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3.3. Tìm một nghiệm riêng bằng liên phân số

Với giá thiết phương trình (2) có nghiệm, ta có d = ƯCLN(a, b) là ước của c. Chia cả hai vế của phương trình cho d ta được một phương trình, trong đó các hệ số của x và y nguyên tố cùng nhau. Vì vậy ta luôn có thể giả thiết phương trình (2) các hệ số a, b nguyên tố cùng nhau. Giả sử số hữu tỉ 
[image: image92.wmf]a
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có biểu diễn liên phân số như sau:
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là các giản phân của liên phân số này. Theo công thức về các giản phân ta có:
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Mặt khác, ta có: 
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và vì 
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đều là những phân số tối giản, nên ta có 
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 Vậy:










[image: image100.wmf](

)

n1

n1n1

aQbP1.

-

--

-=-



Từ đó suy ra:
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Hay 
[image: image102.wmf](
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 là một nghiệm riêng của phương trình (2).

Ví dụ. Giải phương trình: 147x + 60y = 6.

Ta thấy ƯCLN(147, 60) = 3 | 6. Chia hai vế cho 3 ta được:

49x + 20y = 2.


Để khai triển 
[image: image103.wmf]49
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 thành liên phân số, ta thực hiện thuật toán Euclide giữa 49 và 20.
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Vậy 
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Để tính các giản phân của liên phân số này ta lập bảng:
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Ta có:
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Vậy 
[image: image110.wmf]00
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là một nghiệm riêng của phương trình. Phương trình có nghiệm là:
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3.4. Giải phương trình bậc nhất hai ẩn bằng cách đưa về phương trình đồng dư bậc nhất

Dễ thấy phương trình ax + by = c tương đương với hệ:
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Vì vậy để giải phương trình (2) ta cần giải phương trình đồng dư 
[image: image113.wmf](
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với ƯCLN(a, b) = 1. Ta đã biết cách giải phương trình đồng dư này qua giáo trình Lý thuyết số.


Ví dụ. Giải phương trình: 107x + 43y = 5.

Trước hết, ta giải phương trình đồng dư
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Vì ƯCLN(21, 43) = 1 và 
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 nên theo định lí Euler ta có:
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Từ đó suy ra:
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Vậy nghiệm của phương trình đồng dư là:
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Từ đó suy ra:

x = -10 + 43t

và
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Nghiệm của phương trình đã cho là:
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Chú ý. Ứng dụng định lí Euler, ta dễ dàng viết được nghiệm của phương trình đồng dư 
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với ƯCLN(a, b) = 1 là 
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 Tuy nhiên, khi 
[image: image125.wmf](

)

b

j
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 theo mod b không phải dễ dàng. 
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giả hãy tự kiểm tra kết quả trong ví dụ trên: từ 
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suy ra 
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Ta có thể giải phương trình đồng dư 
[image: image130.wmf](

)

axcmodb

º

theo thuật toán sau: Chú ý bằng cách thay a bởi dư trong phép chia a cho b, nếu cần, ta luôn có thể giả thiết 0 < a < b. Nếu ta tìm được số nguyên y sao cho c – by chia hết cho a thì nghiệm của phương trình sẽ là:
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Nhưng việc tìm số nguyên y thoả mãn điều kiện trên, về thực chất, là giải phương trình đồng dư:
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Nghĩa là, ta đã đưa việc giải phương trình đồng dư bậc nhất đã cho về giải một phương trình như vậy, nhưng với môđun nhỏ hơn. Tiếp tục làm như thế với phương trình mới nhận được, sau hữu hạn bước ta được phương trình đồng dư với môđun đủ nhỏ để có thể thấy ngay được nghiệm.


Ta có thuật toán đệ quy sau để giải phương trình đồng dư:
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ở đây b mod a kí hiệu dư trong phép chia b cho a.


Ví dụ. Giải phương trình: 
[image: image134.wmf](
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Đặt 
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 với y nghiệm đúng phương trình:
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(vì 43 mod 21 = 1). Ta lấy y = 5 được
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Vậy nghiệm của phương trình đã cho là:
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BÀI TẬP CHƯƠNG I

1. 
Giải các phương trình bậc nhất ba ẩn:

a)
5x + 7y + 18z = 2


b)
4x – 10y + 11z = -5

2.
Hãy tự đặt một bài toán mà lời giải của nó dẫn đến việc giải một phương trình bậc nhất có ít nhất ba ẩn và giải bài toán đó.
3.
Giải các phương trình sau, bằng cách sử dụng thuật toán giải phương trình Diophante bậc nhất.

a)
73x – 105y = 6.

b)
140x + 63y = 91.

4.
Giải các phương trình sau, bằng cách tìm một nghiệm riêng của nó nhờ liên phân số:

a)
35x + 83y = -1


b)
321x – 129y = 15.

5.
Giải các phương trình sau bằng cách đưa về phương trình đồng dư bậc nhất.

a)
47x + 101y = 2


b)
-85x + 230y = 100.

6.
Tìm một số nguyên, biết rằng khi chia số đó cho 5, cho 7 và cho 9 ta được các số dư tương ứng là 1, 3 và 6.
7.
Tìm các số nguyên x, biết rằng khi chia x cho 13 và cho 17 được các số dư tương ứng là 4 và 9.
8.
Tìm các số nguyên x biết rằng x chia hết cho 11 còn 2x + 3 thì chia hết cho 25.
9.
Hãy sưu tầm và hệ thống các bài tập trong các sách giáo khoa phổ thông mà có thể giải bằng phương trình Diophante bậc nhất.
10.
Giải và biện luận theo tham số m
[image: image140.wmf](
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các phương trình Diophante sau:


a)
12x – 19y = 5m + 4

b)
21x + 36y = 2m + 5.

11.
Cho 
[image: image141.wmf]a,b,
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ƯCLN(a, b) = 1. Hãy giải phương trình ax + by = ab.
12.
Tìm các nghiệm nguyên dương của các phương trình sau:

a)
x + y = xy


b)
x + y + z = xyz.

13.
Cho a, b là hai số nguyên dương, ƯCLN(a, b) = 1. Chứng minh rằng với mọi số nguyên c:

a)
phương trình ax + by = c chỉ có cùng lắm hữu hạn nghiệm nguyên dương;

b)
phương trình ax – by = c có vô hạn nghiệm nguyên dương.

14.
Cho a, b là hai số nguyên dương, ƯCLN(a, b) = 1. Chứng minh rằng phương trình ax + by = c có nghiệm nguyên dương với mọi số nguyên c > ab.
15.
Cho a, b là hai số nguyên dương, ƯCLN(a, b) = 1. Chứng minh rằng với mọi số nguyên 
[image: image142.wmf](
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 thì phương trình ax + by = c có nghiệm nguyên không âm.
16.
Hãy sưu tầm và giải các bài toán dân gian về phương trình Diophante bậc nhất. Dưới đây là một số ví dụ.


a)
Vừa gà vừa chó


Bó lại cho tròn


Đủ ba sáu con



Một trăm chân chẵn


Hỏi có bao nhiêu gà, bao nhiêu chó?


b)
Một đàn em nhỏ đứng ven sông



To nhỏ cãi nhau chuyện chia bòng


Mỗi em năm quả còn năm quả


Mỗi em sáu quả một em không



Hỏi chàng trai trẻ đang dừng bước



Có mấy em thơ, mấy quả bòng?


c)
Đem một trăm đồng chẵn


Mua gà được trăm con



Năm đồng mỗi con trống


Con mái ba đồng tròn


Mỗi đồng ba gà chiếp (gà con)



Hỏi mỗi loại mấy con?

CHƯƠNG II. PHƯƠNG TRÌNH PELL

BÀI 1. TẬP HỢP NGHIỆM


Xét phương trình vô định dạng:


[image: image143.wmf]22
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(1)
trong đó d là một số nguyên.


Nhận xét rằng phương trình (1) bao giờ cũng có hai nghiệm 
[image: image144.wmf]x1,y0.
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 Ta gọi đó là các nghiệm tầm thường của phương trình (1).


Dễ thấy rằng:

· Nếu d < -1 thì phương trình (1) chỉ có nghiệm tầm thường.
· Nếu d = -1 thì phương trình (1) có 4 nghiệm là 
[image: image145.wmf]x1,y0
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và 
[image: image146.wmf]x0,y1.

==±


· Nếu d = 0 thì phương trình có vô số nghiệm là 
[image: image147.wmf]x1,

=±

y nhận giá trị nguyên tuỳ ý.

· Nếu d là một số chính phương, 
[image: image148.wmf]2*

dn,n

=Î

¥

thì phương trình (1) có dạng:


[image: image149.wmf](
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Dễ thấy khi đó phương trình chỉ có nghiệm tầm thường.


Với các nhận xét trên, ta chỉ xét phương trình (1) với giả thiết d là một số tự nhiên không phải là số chính phương. Phương trình (1) với điều kiện như vậy được mang tên nhà Toán học người anh J.Pell (1611 – 1685). Giải phương trình Pell nghĩa là tìm các nghiệm không tầm thường của nó. Dưới đây ta sẽ chứng minh sự tồn tại nghiệm không tầm thường của phương trình Pell, nhưng trước hết ta có mệnh đề sau:
1.1. Mệnh đề

Nếu phương trình Pell có nghiệm không tầm thường thì nó có vô số nghiệm.

Chứng minh


Giả sử 
[image: image150.wmf](
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là một nghiệm không tầm thường của phương trình (1), nghĩa là 
[image: image151.wmf]0
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và 
[image: image152.wmf]22
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Đặt 
[image: image153.wmf]22
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 ta có:


[image: image154.wmf](
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Vậy 
[image: image155.wmf](
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 cũng là một nghiệm của phương trình (1) và rõ ràng 
[image: image156.wmf]1010

xx,yy.
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  Lập lại lí luận trên với các nghiệm 
[image: image157.wmf](
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,... ta xây dựng được một tập vô hạn các nghiệm 
[image: image158.wmf](
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 của phương trình (1), xác định theo công thức truy hồi sau:

[image: image159.wmf](
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(2)

Chú ý. 


Công thức truy hồi (2) không bao gồm tất cả các nghiệm của phương trình (1).


Nhận xét rằng nếu (x, y) là một nghiệm của phương trình (1) thì 
[image: image160.wmf](
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cũng là những nghiệm của phương trình (1), vì thế chúng ta chỉ cần đề cập đến các nghiệm nguyên dương của (1). Kí hiệu N là tập hợp các nghiệm nguyên dương của phương trình Pell (1). Dưới đây ta giả thiết N 
[image: image161.wmf].
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 Ta có bổ đề sau:
1.2. Bổ đề

Giả sử 
[image: image162.wmf](
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N. Khi đó ta có 
[image: image163.wmf]12
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khi và chỉ khi 
[image: image164.wmf]12
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Chứng minh

Thật vậy, theo giả thiết ta có:


[image: image165.wmf]2222
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Từ đó suy ra:


[image: image166.wmf](
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Vì 
[image: image167.wmf]1212
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đều là những số nguyên dương nên đẳng thức cuối cùng chứng tỏ 
[image: image168.wmf]12
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khi và chỉ khi 
[image: image169.wmf]12
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1.3. Định nghĩa

Giả sử 
[image: image170.wmf](
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N. Ta định nghĩa:

[image: image171.wmf](
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 nếu 
[image: image172.wmf]12
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[image: image173.wmf]12
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Bổ đề 1.2 chứng tỏ quan hệ 
[image: image174.wmf]£

 định nghĩa trên là một quan hệ thứ tự toàn phần trên N và hơn nữa N cùng quan hệ trên là một tập sắp thứ tự tốt.

Ta cũng thấy ngay kết quả sau.

1.4. Bổ đề

Với 
[image: image175.wmf](
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N, ta có 
[image: image176.wmf](
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 khi và chỉ khi 

[image: image177.wmf]1122
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(3)

Chứng minh

Hiển nhiên, nếu 
[image: image178.wmf](
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thì 
[image: image179.wmf]12
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[image: image180.wmf]12
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, do đó 
[image: image181.wmf]1122
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Ngược lại, nếu có 
[image: image182.wmf]1122
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thì không thể xảy ra đồng thời các bất đẳng thức 
[image: image183.wmf]12
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và 
[image: image184.wmf]12
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 Khi đó theo bổ đề 1.2. phải có 
[image: image185.wmf]12
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 và 
[image: image186.wmf]12
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 hay 
[image: image187.wmf](
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Chú ý. Hơn nữa, vì 
[image: image188.wmf]d

là một số vô tỉ nên ta có 
[image: image189.wmf](
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khi và chỉ khi 
[image: image190.wmf]1122
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Do (N, 
[image: image191.wmf]£

) là một sắp thứ tự tốt, nên tồn tại phần tử nhỏ nhất. Phần tử này được gọi là nghiệm nhỏ nhất của phương trình Pell. Định lí dưới đây nói lên vai trò của nghiệm nhỏ nhất.

1.5. Định lí

Nếu 
[image: image192.wmf](
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 là nghiệm nhỏ nhất của phương trình Pell (1), thì tất cả các nghiệm nguyên dương 
[image: image193.wmf](
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 của phương trình này được xác định bởi công thức:

[image: image194.wmf](
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(4)
với n = 1, 2,...


Chứng minh

Hiển nhiên các số 
[image: image195.wmf]nn
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xác định theo công thức (4) là những số nguyên dương. Trước hết, từ hệ thức (4) ta suy ra:

[image: image196.wmf](
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(5)
với n = 1, 2,...


Từ công thức (5) ta suy ra


[image: image197.wmf](
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Vậy 
[image: image198.wmf](

)

nn

x,y

là một nghiệm nguyên dương của phương trình (1) với mọi 
[image: image199.wmf]*
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và tập hợp 
[image: image200.wmf](
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lập thành một dãy đơn điệu tăng trong N . Vì 
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Ngược lại, giả sử (x, y)
[image: image202.wmf]Î

N, ta chứng minh tồn tại 
[image: image203.wmf]n
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sao cho 
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Giả sử phản chứng 
[image: image205.wmf](
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 Khi đó do 
[image: image206.wmf](
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là nghiệm nhỏ nhất, và do tính đơn điệu tăng của dãy 
[image: image207.wmf](

)

{

}

nn

x,y

suy ra tồn tại 
[image: image208.wmf]*
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 hay 
[image: image210.wmf](
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Nhân các vế của bất đẳng thức kép trên với 
[image: image211.wmf](
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chú ý rằng 
[image: image212.wmf]22
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và 
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[image: image215.wmf](
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Đặt 
[image: image216.wmf](
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với 
[image: image217.wmf]nnnn
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 Ta chứng minh (u, v) là một nghiệm nguyên dương của (1).


Thật vậy:


[image: image218.wmf](
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Mặt khác, nếu 
[image: image219.wmf](
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là các nghiệm của (1) thì 
[image: image220.wmf]xyd
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và 
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Đồng thời từ chỗ:


[image: image223.wmf](
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và 
[image: image224.wmf]uvd1
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suy ra 
[image: image225.wmf]0uvd1
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 hay 
[image: image226.wmf]vdu1,
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do đó v > 0.


Như vậy, (u, v) là một nghiệm nguyên dương của (1) thoả mãn bất đẳng thức:


[image: image227.wmf]11
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Điều này mâu thuẫn với giả thiết 
[image: image228.wmf](
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là nghiệm nhỏ nhất của (1). Định lí được chứng minh.

Hệ quả. Từ phép chứng minh định lí, ta có công thức truy hồi để tính các nghiệm 
[image: image229.wmf](
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của phương trình (1) như sau:
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(6)

Thật vậy, theo hệ thức (5) ta có:


[image: image231.wmf](
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Từ đó, do 
[image: image232.wmf]d

là một số vô tỉ và 
[image: image233.wmf]1n1n1n1n
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là những số nguyên, ta suy ra hệ thức (6).
1.6. Tìm nghiệm nhỏ nhất của phương trình Pell bằng cách thử trực tiếp

Từ định lí 1.5. suy ra để giải phương trình Pell ta cần tìm nghiệm nguyên dương nhỏ nhất 
[image: image234.wmf](
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của nó, sau đó xác định tất cả các nghiệm của phương trình theo công thức (4) hoặc hệ thức truy hồi (6). Để tìm nghiệm nhỏ nhất 
[image: image235.wmf](
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ta lần lượt cho y nhân các giá trị y = 1, 2,... thì 
[image: image236.wmf]1
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là số nguyên dương đầu tiên mà 
[image: image237.wmf]2
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[image: image238.wmf](
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Ví dụ 1. Giải phương trình 
[image: image239.wmf]22
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Xét biểu thức 
[image: image240.wmf]2
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ta thấy 
[image: image241.wmf]1
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là giá trị nguyên dương đầu tiên để 
[image: image242.wmf]2
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là một số chính phương. Khi đó 
[image: image243.wmf]1
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 Vậy nghiệm nhỏ nhất của phương trình là (2, 1). Tập hợp nghiệm 
[image: image244.wmf](
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của phương trình được xác định bởi công thức:

[image: image245.wmf](
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Hay theo hệ thức truy hồi: (hệ thức (6))


[image: image246.wmf]11
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Một vài nghiệm đầu tiên của phương trình là:


[image: image247.wmf](
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Ví dụ 2. Giải phương trình 
[image: image248.wmf]22
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Biểu thức 
[image: image249.wmf]2
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nhận giá trị chính phương đầu tiên với y = 3. Vậy 
[image: image250.wmf]1

y3

=

và 
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Nghiệm nhỏ nhất của phương trình là (8, 3). Các nghiệm 
[image: image252.wmf](
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của phương trình xác định theo hệ thức truy hồi.
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Ta có chẳng hạn:


[image: image254.wmf](
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Chú ý:

Trong nhiều trường hợp, việc thử trực tiếp để tìm nghiệm nhỏ nhất của phương trình Pell đòi hỏi một khối lượng tính toán khá lớn. Chẳng hạn, để tìm nghiệm nhỏ nhất của phương trình 
[image: image255.wmf]22
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ta phải tính giá trị của biểu thức 
[image: image256.wmf]2
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lần lượt với y = 1, 2,..., 180 mới được kết quả: 
[image: image257.wmf]22
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 Trong bài 2 ta sẽ đưa ra phương pháp giải phương trình Pell bằng liên phân số mà theo đó ta chỉ phải thử với các giá trị của y chạy qua các mẫu số của các giản phân của liên phân số biểu diễn 
[image: image258.wmf]d

(trong ví dụ trên ta chỉ phải thử với 10 giá trị của y).

Bài 2. GIẢI PHƯƠNG TRÌNH PELL BẰNG LIÊN PHÂN SỐ

Trong mục này ta sẽ chứng minh rằng nếu (x, y) là một nghiệm nguyên dương của phương trình Pell (1) thì 
[image: image259.wmf]x

y

 là một giản phân của liên phân số biểu diễn số vô tỉ 
[image: image260.wmf]d.

 Điều đó dẫn đến việc tìm nghiệm của phương trình Pell trong các giản phân của liên phân số biểu diễn 
[image: image261.wmf]d.

 Trước hết ta chứng minh các bổ đề sau:
2.1. Bổ đề

Giả sử 
[image: image262.wmf]n
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là dãy các giản phân của liên phân số biểu diễn số vô tỉ 
[image: image263.wmf],
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image264.wmf]a

b

là một giản phân tối giản với mẫu số b > 0 sao cho:

[image: image265.wmf]nn
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với chỉ số n > 1 nào đó thì 
[image: image266.wmf]n1
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Chứng minh


Giả sử phản chứng rằng 
[image: image267.wmf]n1
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 Xét hệ phương trình hai ẩn:

[image: image268.wmf]nn1

nn1

QxQyb

PxPya

+

+

+=

ì

í

+=

î



(7)

Định thức của hệ là:


[image: image269.wmf](
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Do đó hệ (7) có nghiệm duy nhất (x, y) với 
[image: image270.wmf]x,y.
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 Ta thấy 
[image: image271.wmf]x0
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và 
[image: image272.wmf]y0.
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 Thật vậy:

Nếu x = 0 thì 
[image: image273.wmf]n1
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 Vì 
[image: image274.wmf]n1
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nên y là một số nguyên dương, và do đó 
[image: image275.wmf]n1
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trái với giả thiết phản chứng.
Nếu y = 0 thì 
[image: image276.wmf]nn
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 Khi đó:
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Điều này trái với giả thiết.


Hơn nữa với giả thiết 
[image: image278.wmf]n1

0bQ,

+

<<

và do 
[image: image279.wmf]n
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từ đẳng thức:

[image: image280.wmf]nn1
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suy ra x và y phải trái dấu nhau. Mặt khác, vì 
[image: image281.wmf]a

nằm kẹp giữa hai giản phân liên tiếp 
[image: image282.wmf]n
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[image: image283.wmf]n1

n1

P

,

Q

+

+

nên ta cũng có 
[image: image284.wmf]nn
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 trái dấu nhau. Từ đó suy ra 
[image: image286.wmf](
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Hơn nữa:
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Vậy


[image: image289.wmf](
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Điều này mâu thuẫn với giả thiết. Bổ đề được chứng minh.

2.2. Bổ đề

Nếu 
[image: image290.wmf]a

là một số vô tỉ, 
[image: image291.wmf]a
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 là một phân số tối giản với b > 0, sao cho:

[image: image292.wmf]2
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thì 
[image: image293.wmf]a
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 là một giản phân của liên phân số biểu diễn 
[image: image294.wmf].
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Chứng minh

Giả sử phản chứng, 
[image: image295.wmf]a

b

 không trùng với bất kì giản phân nào của liên phân số biểu diễn 
[image: image296.wmf].
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 Vì dãy các mẫu số của các giản phân 
[image: image297.wmf]01n
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 là một dãy số nguyên dương đơn điệu tăng và 
[image: image298.wmf]0
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nên tồn tại 
[image: image299.wmf]n
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sao cho:
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Khi đó theo bổ đề 2.1. ta có:


[image: image301.wmf]nn
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Từ đó suy ra:
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Mặt khác, vì 
[image: image303.wmf]n
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Từ đó suy ra:


[image: image306.wmf]2
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Hay 
[image: image307.wmf]n
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 Điều này mâu thuẫn với điều kiện 
[image: image308.wmf]nn1
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 Bổ đề được chứng minh. Từ các bổ đề trên ta có kết quả sau.

2.3. Định lí

Nếu (a, b) là một nghiệm nguyên dương của phương trình Pell (1) thì 
[image: image309.wmf]a

b

 là một giản phân của liên phân số biểu diễn số vô tỉ 
[image: image310.wmf]d.



Chứng minh


Theo giả thiết a, b là các số nguyên dương thoả mãn:

[image: image311.wmf]22
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Từ đó suy ra ƯCLN(a, b) = 1, a > b (vì d là số nguyên dương) và

[image: image312.wmf](
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Hay

[image: image313.wmf]1
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Vì 
[image: image314.wmf]ab,bdb
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nên 
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 do đó:
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Vậy 
[image: image317.wmf]a

b

 là một phân số tối giản thoả mãn các điều kiện của bổ đề 2.2. Theo bổ đề này 
[image: image318.wmf]a

b

 là một giản phân của liên phân số biểu diễn 
[image: image319.wmf]d.


2.4. Thuật toán giải phương trình Pell bằng liên phân số

Theo định lí 2.3. ta có thuật toán giải phương trình Pell theo các bước sau:

1. Khai triển 
[image: image320.wmf]d

 thành liên phân số.


2. Tính các giản phân 
[image: image321.wmf]n
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 của liên phân số đó.


3. Tính 
[image: image322.wmf]22

nn

PdQ,n0,1,...

-=



Nghiệm nhỏ nhất của phương trình Pell là 
[image: image323.wmf](
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 với n là số tự nhiên nhỏ nhất mà 
[image: image324.wmf]22
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4. Viết nghiệm của phương trình theo công thức (4) hoặc theo hệ thức truy hồi (6) với 
[image: image325.wmf]1n1n
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Ví dụ 1. Giải lại phương trình 
[image: image326.wmf]22
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 bằng liên phân số.


Để khai triển 
[image: image327.wmf]0
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 thành liên phân số, ta áp dụng thuật toán sau:
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Ta có:
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Tiếp tục ta sẽ được 
[image: image330.wmf]51627384
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Vậy

[image: image331.wmf](
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Ở đây các số hạng (1, 1, 1, 4) được lặp lại vô hạn lần.


Để tính các giản phân của liên phân số này và đồng thời tính giá trị các biểu thức 
[image: image332.wmf]22
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ta lập bảng sau:
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Vậy (8, 3) là nghiệm nhỏ nhất của phương trình đã cho. Ta được kết quả đã biết trong ví dụ 2 mục 1.6.

Ví dụ 2. Giải phương trình 
[image: image337.wmf]22
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Khai triển 
[image: image338.wmf]13

 thành liên phân số
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[image: image340.wmf](
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Vậy

[image: image341.wmf](
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Lập bảng tính giản phân và biểu thức 
[image: image342.wmf]22
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Vậy 
[image: image347.wmf]11
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Phương trình có nghiệm 
[image: image348.wmf](
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BÀI 3. PHƯƠNG TRÌNH PELL LOẠI HAI

Xét phương trình vô định dạng:


[image: image350.wmf]22
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(8)
trong đó d là một số nguyên. Ta dễ thấy rằng:


- Nếu 
[image: image351.wmf]d0

£

thì hiển nhiên phương trình vô nghiệm.


- Nếu d = 1 thì phương trình (8) có nghiệm x = 0, 
[image: image352.wmf]y1.
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- Nếu 
[image: image353.wmf]2
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thì phương trình (8) vô nghiệm. Thật vậy, nếu có các số nguyên x, y sao cho 
[image: image354.wmf]222
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thì 
[image: image355.wmf](
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 Từ đó suy ra hoặc x – ny = -1, x + ny = 1 hoặc x – ny = 1, x + ny = -1. Trong mọi trường hợp đều suy ra x = 0. Vậy 
[image: image356.wmf]22
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 mâu thuẫn với giả thiết 
[image: image357.wmf]2
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Từ các nhận xét trên, ta chỉ xét phương trình (8) với giả thiết d là số nguyên lớn hơn 1 và không là một số chính phương. Phương trình (8) với điều kiện như vậy cũng được gọi là phương trình Pell. Để phân biệt, từ nay về sau ta gọi phương trình (1) là phương trình Pell loại 1, còn phương trình (8) là phương trình Pell loại 2. Mệnh đề sau đây cho thấy phương trình Pell loại 2 không phải luôn luôn có nghiệm.

3.1. Mệnh đề

Nếu d chứa một ước nguyên tố dạng 4n + 3 thì phương trình (8) vô nghiệm.

Chứng minh

Nếu phương trình: 
[image: image358.wmf]22
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 có nghiệm, thì phương trình đồng dư:

[image: image359.wmf](
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có nghiệm với p là một ước nguyên tố của d. Điều này có nghĩa là -1 là thặng dư bậc hai modp và do đó p phải có dạng 4n + 1. Từ đó suy ra khẳng định của mệnh đề 3.1.


Chú ý. Mệnh đề đảo của mệnh đề 3.1. không đúng, nghĩa là phương trình (8) vẫn có thể vô nghiệm dù d không chứa một ước nguyên tố dạng 4n + 3 nào. Trong trường hợp phương trình (8) có nghiệm (x, y) thì 
[image: image360.wmf](
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cũng là nghiệm của nó. Vì vậy, ta chỉ cần xét tập N các nghiệm nguyên dương của phương trình này. Khi đó các bổ đề 1.2., định nghĩa 1.3. và bổ đề 1.4. vẫn đúng với tập hợp N và N cùng quan hệ thứ tự xác định trong định nghĩa 1.3. là một tập sắp thứ tự tốt. Phần tử nhỏ nhất của nó được gọi là nghiệm nhỏ nhất của phương trình (8).
3.2. Định lí

Nếu phương trình Pell loại hai (8) có nghiệm thì nó có vô số nghiệm. Nếu 
[image: image361.wmf](
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là nghiệm nhỏ nhất của phương trình này thì tất cả các nghiệm nguyên dương của nó được xác định bởi công thức:
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(9)
với n = 1, 3, 5, 7,...


Chứng minh


Theo hệ thức (5)


[image: image363.wmf](
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Hay 

[image: image364.wmf](
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Vậy các cặp số 
[image: image365.wmf](
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 xác định bởi (9) với n chẵn là nghiệm của phương trình (1) và với các số tự nhiên n lẻ đều là nghiệm của phương trình (8). Do đó phương trình (8) có vô số nghiệm. Ta chứng minh ngược lại, với mọi nghiệm nguyên dương (x, y) của phương trình (8) đều tồn tại số tự nhiên lẻ n sao cho 
[image: image366.wmf](
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Giả sử phản chứng (x, y) không trùng với nghiệm nào như vậy, khi đó 
[image: image367.wmf](
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 là nghiệm nhỏ nhất của phương trình (8) và do tính đơn điệu tăng của dãy 
[image: image368.wmf](
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, suy ra tồn tại số tự nhiên lẻ n = 2k + 1 sao cho:
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Nhân các vế của bất đẳng thức kép trên với 
[image: image371.wmf](
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 với chú ý rằng:
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ta được:
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Mặt khác:


[image: image374.wmf](
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với 
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Ta chứng minh (u, v) là một nghiệm nguyên dương của phương trình (8). Thật vậy,
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Mặt khác, do 
[image: image377.wmf](
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Từ đó 
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Đồng thời từ 
[image: image383.wmf](
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 (do v là số nguyên dương) và 
[image: image386.wmf]d1.
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Vậy (u, v) là một nghiệm nguyên dương của phương trình (8) thoả mãn bất đẳng thức:


[image: image387.wmf]11

uvdxyd.

+<+



Điều này mâu thuẫn với giả thiết 
[image: image388.wmf](
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 là nghiệm nhỏ nhất của phương trình (8).


Định lí được chứng minh.


Từ phép chứng minh định lí 3.2. ta có hệ quả sau.

3.3. Hệ quả

Nếu 
[image: image389.wmf](
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 là nghiệm nhỏ nhất của phương trình Pell (8), thì mọi nghiệm nguyên dương của phương trình này đều có dạng:
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(10)
ở đây (a, b) là một nghiệm nguyên dương nào đó của phương trình Pell (1).


Chứng minh

Giả sử (x, y) là một cặp số nguyên xác định bởi hệ thức (10), khi đó ta có:
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Vậy (x, y) là một nghiệm nguyên dương của (8).


Ngược lại, giả sử (x, y) là một nghiệm nguyên dương của phương trình (8). Khi đó theo định lí 3.2. tồn tại số n = 2k + 1 sao cho:
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Nhưng
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Đặt 
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thì (a, b) là một nghiệm nguyên dương của phương trình Pell (1).

Ta có:
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Từ đó, do tính vô tỉ của 
[image: image398.wmf]d

suy ra
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Đó là điều cần chứng minh.


Tương tự như đối với phương trình Pell (1) ta cũng có kết quả sau đây.

3.4. Định lí

Nếu (a, b) là một nghiệm nguyên dương của phương trình Pell loại hai (8), thì 
[image: image400.wmf]a

b

 là một giản phân của liên phân số biểu diễn 
[image: image401.wmf]d.



Chứng minh


Theo giả thiết ta có

[image: image402.wmf](
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abd.

abd

-

-=

+



Từ đó suy ra
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Bất đẳng thức cuối cho ta 
[image: image406.wmf]bda1
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 hay 
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 (vì 
[image: image408.wmf]d1
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 với d là một số nguyên dương lớn hơn 1). Nhưng a và b là hai số nguyên dương nên từ bất đẳng thức b < a + 1 suy ra 
[image: image409.wmf]ba.
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Vậy 
[image: image410.wmf](
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 và do đó:
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Theo bổ đề 2.2., 
[image: image412.wmf]a

b

 là một giản phân của liên phân số biểu diễn 
[image: image413.wmf]d.

 Định lí được chứng minh.


Bây giờ ta tìm một điều kiện có nghiệm của phương trình Pell loại 2.


Giả sử x, y, u, v là các số nguyên dương thoả mãn hệ thức:
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(11)

Khi đó:


[image: image415.wmf](
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Từ đó ta có kết luận:


- Nếu (x, y) là một nghiệm của phương trình (8) thì (u, v) là một nghiệm của phương trình (1).


- Ngược lại, nếu (u, v) là một nghiệm của phương trình (1) thì (x, y) là một nghiệm hoặc của phương trình (1) hoặc của phương trình (8). Hơn nữa ta có bổ đề sau:

3.5. Bổ đề

Giả sử x, y, u, v là các số nguyên dương thoả mãn hệ thức (11). Khi đó ta có các kết luận sau:

- Nếu (u, v) là nghiệm nhỏ nhất của phương trình Pell (1) thì (x, y) là một nghiệm của phương trình (8).


- Nếu (x, y) là nghiệm nhỏ nhất của phương trình Pell loại hai (8) thì (u, v) cũng là nghiệm nhỏ nhất của phương trình Pell (1).


Chứng minh


Theo nhận xét nêu trước bổ đề, nếu (u, v) là một nghiệm của phương trình (1) thì (x, y) hoặc là nghiệm của phương trình (1), hoặc là nghiệm của phương trình (8). Nhưng theo hệ thức (11), x < u và y < v, nên nếu (u, v) là nghiệm nhỏ nhất của phương trình (1) thì (x, y) không thể là nghiệm của phương trình (1), do đó nó là một nghiệm của phương trình (8).

Ngược lại, giả sử (x, y) là nghiệm nhỏ nhất của phương trình (8), nhưng (u, v) không phải là nghiệm nhỏ nhất của phương trình (1).


Giả sử 
[image: image416.wmf](
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Ta có
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Vậy 
[image: image420.wmf](

)

00

x,y

±±

 là một nghiệm của phương trình.

Vì 
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Từ đó 
[image: image425.wmf](
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Bây giờ, nếu 
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 thì 
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 là một nghiệm nguyên dương của phương trình (8) và
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(Do: 
[image: image429.wmf]00
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). Điều này mâu thuẫn với giả thiết (x, y) là nghiệm nhỏ nhất của (8).


Nếu 
[image: image430.wmf]0

x0,

<

ta xét nghiệm nguyên dương 
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 của phương trình (8). Ta có:
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Vì 
[image: image433.wmf](
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 là nghiệm nhỏ nhất của phương trình (1) nên
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Do đó
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(Vì 
[image: image436.wmf](

)

2222

xdyxdy1

-+=--=

).


Điều này cũng mâu thuẫn với tính nhỏ nhất của nghiệm (x, y).


Bổ đề được chứng minh.


Từ bổ đề 5.3. ta có định lí sau.

3.6. Định lí

Giả sử (u, v) là nghiệm nhỏ nhất của phương trình Pell (1). Điều kiện cần và đủ để phương trình Pell loại hai (8) có nghiệm là hệ phương trình (11) với ẩn x, y có nghiệm nguyên dương.
3.7. Thuật toán giải phương trình Pell loại hai

Theo định lí 3.6., để giải phương trình (8): 
[image: image437.wmf]22
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 với d là một số nguyên dương không phải là một chính phương, ta giải phương trình Pell (1):
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Giả sử (u, v) là nghiệm nhỏ nhất của phương trình Pell. Ta xét hệ phương trình (11)
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Nếu hệ phương trình này không có nghiệm nguyên dương thì phương trình đã cho vô nghiệm. Nếu hệ phương trình này có nghiệm nguyên dương 
[image: image440.wmf](
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 thì đó chính là nghiệm nhỏ nhất của phương trình đã cho và tập nghiệm 
[image: image441.wmf](
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của nó được cho bởi hệ thức (9) với n lẻ.

Chú ý rằng hệ phương trình (11) tương đương với hệ:
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Ở phương trình trùng phương đối với y ta có:
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Vậy ta được:
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Nếu một trong hai giá trị 
[image: image445.wmf]u1
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là một số chính phương thì ta tìm được giá trị nguyên dương 
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Nhưng khi đó 
[image: image448.wmf]2

0

4y

 là một ước của 
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và do đó giá trị 
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cũng là một số nguyên dương.


Vì vậy, trong thực hành thay vì giải hệ phương trình (11) ta xét ngay  hệ:
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Nhận xét: Nếu 
[image: image452.wmf]u1
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 là chính phương thì x, y cũng không là nghiệm của phương trình (8) vì:
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Ví dụ 1. Giải phương trình 
[image: image454.wmf]22
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Dễ thấy phương trình 
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có nghiệm nhỏ nhất là (11, 2). Phương trình:


[image: image456.wmf]2

11112

y

6060

+

==


không có nghiệm nguyên. Vậy phương trình đã cho vô nghiệm.


Ví dụ 2. Giải phương trình 
[image: image457.wmf]22
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Ta biết phương trình 
[image: image458.wmf]22
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có nghiệm nhỏ nhất là (649, 180).


Phương trình
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có nghiệm nguyên dương y = 5, khi đó 
[image: image460.wmf]180
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Vậy (18, 5) là nghiệm nhỏ nhất của phương trình đã cho và tập hợp các nghiệm của phương trình này là 
[image: image461.wmf](
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, xác định bởi công thức:
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với n = 1, 3, 5,...

BÀI 4. SỰ TỒN TẠI NGHIỆM CỦA PHƯƠNG TRÌNH PELL

Trong bài 2 ta đã thấy có thể giải phương trình Pell nhờ liên phân số biểu diễn số 
[image: image463.wmf]d

và tập hợp các nghiệm của phương trình Pell nằm trong số các giản phân của liên phân số này. Trong mục này, dựa vào tính chất của liên phân số biểu diễn số 
[image: image464.wmf]d

ta sẽ chứng minh sự tồn tại nghiệm của phương trình Pell. Trước hết ta thừa nhận kết quả sau đây (xem [6], [2]).

4.1. Bổ đề

Nếu d là một số nguyên dương không chính phương thì sự khai triển của 
[image: image465.wmf]d

thành liên phân số có dạng:
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trong đó các số hạng 
[image: image467.wmf]1r0
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Một liên phân số như vậy được gọi là liên phân số tuần hoàn và 
[image: image468.wmf](
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được gọi là chu kỳ  của nó.

4.2. Định lí

Phương trình Pell luôn có nghiệm không tầm thường.

Chứng minh


Xét phương trình Pell

[image: image469.wmf]22
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ở đây d là một số nguyên dương khác chính phương.


Giả sử 
[image: image470.wmf]d

có sự khai triển liên phân số như sau:
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(12)

Khi đó ta có thể viết:
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(13)
ở đây:
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Giả sử 
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là các giản phân của liên phân số (12), thì từ hệ thức (13) ta có:


[image: image475.wmf](

)

(

)

0rr1

r1rr1

r1rr1

0rr1

qdPP

PP

d.

QQ

qdQQ

-

+-

+-

-

++

a+

==

a+

++



Từ đó suy ra:
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Do 
[image: image477.wmf]d

là một số vô tỉ, nên từ đẳng thức trên suy ra:


[image: image478.wmf]0rr1r

0rr1r

qQQP0

qPPdQ0

-

-

+-=

ì

í

+-=

î



Hay


[image: image479.wmf]r1r0r

r1r0r

QPqQ

PdQqP

-

-

=-

ì

í

=-

î




(14)

Mặt khác, ta có đẳng thức:
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Thay 
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bởi các vế phải của (14) vào (15) ta được:
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Nếu r là một số lẻ thì 
[image: image484.wmf](
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là một nghiệm không tầm thường của phương trình Pell.


Nếu r là một số chẵn thì lặp lại lí luận trên với việc thay chỉ số r bởi 2r + 1 ta được hệ thức:
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Vậy 
[image: image486.wmf](
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là một nghiệm không tầm thường của phương trình Pell. Định lí được chứng minh.


Từ phép chứng minh định lí 4.2. ta có hệ quả sau.

4.3. Hệ quả

Nếu chỉ số r trong khai triển (12) của 
[image: image487.wmf]d

thành liên phân số, là một số chẵn thì phương trình Pell loại hai

[image: image488.wmf]22
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có nghiệm.


Hơn nữa người ta còn chứng minh được rằng nếu r là một số lẻ thì phương trình Pell loại hai vô nghiệm. (Xem [6]).

BÀI 5. PHƯƠNG TRÌNH PELL TỔNG QUÁT


Xét phương trình Pell:


[image: image489.wmf]22
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(17)
trong đó d là một số nguyên dương, c là một số nguyên tuỳ ý khác 0 và 
[image: image490.wmf]1.
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 Phương trình (17) được gọi là phương trình Pell tổng quát.

Cũng như đối với phương trình Pell ta chỉ cần chú ý tới tập hợp các nghiệm nguyên dương của phương trình này, và với quan hệ thứ tự được định nghĩa như sau:


[image: image491.wmf](

)

(

)

112212

x,yx,yxx

£Û£

và 
[image: image492.wmf]12

yy.

£



Tập hợp các nghiệm nguyên dương của phương trình (17) là một tập sắp thứ tự tốt.


Ta cũng dễ thấy kết quả sau đây.

5.1. Mệnh đề

Nếu 
[image: image493.wmf](
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là một nghiệm nguyên dương của phương trình (17), (a, b) là một nghiệm của phương trình Pell (1) thì cặp số nguyên (x, y) xác định bởi hệ thức:
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(18)
cũng là một nghiệm nguyên dương của phương trình (17).

Thật vậy, ta có
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Tuy nhiên, khác với trường hợp phương trình Pell loại hai (8), nếu ta lấy 
[image: image496.wmf](
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là nghiệm nhỏ nhất của phương trình (17) thì hệ thức (18) không cho tập hợp tất cả các nghiệm nguyên dương của phương trình (17).


Ví dụ. Xét phương trình 
[image: image497.wmf]22
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Rõ ràng nghiệm nguyên dương nhỏ nhất của nó là (2, 1). Còn dãy nghiệm nguyên dương của phương trình Pell 
[image: image498.wmf]22
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là: (8, 3), (127, 48), (2024, 765),... (Xem ví dụ 2 mục 1 – 6 bài 1).

Công thức (18) cho ta dãy nghiệm tương ứng của phương trình đang xét là
(2, 1), (37, 14), (590, 223),...

Nhưng rõ ràng cặp số (5, 2) là một nghiệm nguyên dương của phương trình này và không nằm trong dãy nghiệm trên.


Thay cho khái niệm nghiệm nhỏ nhất, ta đưa ra định nghĩa sau.

5.2. Định nghĩa

Nghiệm nguyên dương (x, y) của phương trình (17) được gọi là một nghiệm cơ bản của phương trình này nếu:
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trong đó (a, b) là nghiệm nhỏ nhất của phương trình Pell (1) tương ứng.


Giả sử 
[image: image500.wmf](
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là nghiệm cơ bản của phương trình (17), (a, b) là nghiệm nhỏ nhất của phương trình Pell (1) tương ứng.Khi đó theo mệnh đề 5.1. tập hợp các cặp số nguyên dương 
[image: image501.wmf](
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được xác định bởi hệ thức:
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(19)
đều là nghiệm của phương trình (17). Ta gọi các nghiệm này là hệ nghiệm sinh ra bởi nghiệm cơ bản 
[image: image503.wmf](
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 Ta cũng nói nghiệm 
[image: image504.wmf](
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xác định bởi (19) được sinh ra từ nghiệm cơ bản 
[image: image505.wmf](
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 Ta có định lí sau.
5.3. Định lí

Mọi nghiệm nguyên dương (nếu có) của phương trình (17) đều được sinh ra từ một nghiệm cơ bản của phương trình này.

Chứng minh

Giả sử (x, y) là một nghiệm nguyên dương của phương trình (17).


Nếu 
[image: image506.wmf]2
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thì (x, y) là một nghiệm cơ bản của phương trình (17).

Giả sử ngược lại, 
[image: image507.wmf]22
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(20)

Khi đó 
[image: image510.wmf](
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 cũng là một nghiệm nguyên dương của phương trình (17). Thật vậy, ta có:
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Mặt khác, theo giả thiết 
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và 
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 từ đó ta có một dãy phép biến đổi sau:
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Từ đó suy ra 
[image: image515.wmf]1
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Tương tự, ta có:
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Từ đó suy ra 
[image: image517.wmf]1
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Hơn nữa, từ hệ thức (20) ta có
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Từ đó suy ra
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Vậy


[image: image522.wmf]11

11

xaudbv

ybuav

=+

ì

í

=+

î



(21)
và rõ ràng 
[image: image523.wmf]1
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Như vậy, xuất phát từ một nghiệm (x, y) của phương trình (17) không phải là nghiệm cơ bản, ta tìm được một nghiệm nguyên dương 
[image: image524.wmf](
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của phương trình này sao cho hai nghiệm (x, y), 
[image: image525.wmf](
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liên hệ với nhau bởi hệ thức (21) và 
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Lại áp dụng lí luận trên với nghiệm 
[image: image527.wmf](
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chưa phải là nghiệm cơ bản), ta được nghiệm nguyên dương 
[image: image529.wmf](
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của phương trình (17) sao cho:
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và 
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 Lập lại lí luận trên sau hữu hạn bước ta được một dãy nghiệm nguyên dương của phương trình (17): 
[image: image532.wmf](
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và 
[image: image534.wmf](
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là một nghiệm cơ bản.


Đặt 
[image: image535.wmf]i1nii1ni
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ta có hệ thức
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trong đó 
[image: image537.wmf](
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 là một nghiệm cơ bản và 
[image: image538.wmf](
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 được sinh ra từ nghiệm cơ bản này. Định lí được chứng minh.
5.4. Thuật toán giải phương trình Pell tổng quát

Từ định lí 5.3., để giải phương trình Pell tổng quát (17) ta chỉ cần tìm các nghiệm cơ bản của nó. Nghĩa là tìm các cặp số nguyên dương (x, y) sao cho
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ở đây (a, b) là nghiệm nhỏ nhất của phương trình Pell tương ứng (1).


Điều đó dẫn đến tìm các số nguyên dương y sao cho:
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Trong trường hợp không có số nguyên dương y nào như vậy, thì phương trình đã cho vô nghiệm.


Ví dụ 1. Giải phương trình 
[image: image541.wmf]22
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Ta đã biết nghiệm nhỏ nhất của phương trình Pell 
[image: image542.wmf]22
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 là (8, 3). Vậy
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Ta cần thử lần lượt với y từ 1 đến 5 để xem với giá trị nào của y thì 
[image: image544.wmf]2
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 là một chính phương. Ta thấy có hai giá trị là

- Với y = 1: 
[image: image545.wmf]2
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. Vậy x = 2


- Với y = 2: 
[image: image546.wmf]2
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. Vậy x = 5.


Vậy phương trình có hai nghiệm cơ bản (2, 1), (5, 2) và tương ứng với chúng là hai họ nghiệm
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Tương ứng với 
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Ví dụ 2. Giải phương trình 
[image: image550.wmf]22
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Ta đã biết nghiệm nhỏ nhất của phương trình 
[image: image551.wmf]22
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là (a,b) = (2, 1), do đó
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Ta chỉ cần thử biểu thức 
[image: image553.wmf]2
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với y = 1, 2. Nhưng với hai giá trị này 
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đều không là một chính phương. Vậy phương trình đang xét vô nghiệm.


Chú ý.

Phương trình 
[image: image555.wmf]22
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(22)

Như vậy việc giải phương trình trên đưa về việc tìm cặp số nguyên (x, y) thoả mãn hệ thức (22). Điều đó dẫn đến việc nghiên cứu tập hợp các số
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Dễ thấy 
[image: image558.wmf](
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cùng phép cộng và phép nhân các số thực là một vành chứa 
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trở thành một vành chính, nhờ những nghiên cứu về tập hợp các phần tử nguyên tố của 
[image: image561.wmf](
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và mối liên hệ giữa tính chia hết trong 
[image: image562.wmf]¢
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, người ta có thể tìm được điều kiện của số nguyên c mà phương trình 
[image: image564.wmf]22
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Như trên ta đã thấy, nếu (x, y) là một nghiệm nguyên dương của phương trình Pell (1) hoặc phương trình Pell loại hai (8) thì 
[image: image565.wmf]x

y

 là một giản phân của liên phân số biểu diễn số 
[image: image566.wmf]d.

 Một vấn đề đặt ra là kết quả này còn đúng không đối với phương trình Pell tổng quát 
[image: image567.wmf]22
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Để chỉ ra những phản ví dụ cho câu hỏi trên. Chẳng hạn, xét phương trình:
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Phương trình này có một nghiệm nguyên dương là (7, 2) nhưng 
[image: image569.wmf]7
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 không phải là một giản phân của liên phân số biểu diễn 
[image: image570.wmf]7

(xem Ví dụ 1 mục 2.4).

Tuy nhiên, kết quả trên vẫn còn đúng với một điều kiện hạn chế đối với hệ số tự do c.


Trước hết, ta hãy chứng minh tính chất sau đây của liên phân số.

5.5. Bổ đề

Giả sử 
[image: image571.wmf]a

là một số thực lớn hơn 1, và:
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là khai triển liên phân số của 
[image: image573.wmf]a
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và giản phân cấp n > 1 của liên phân số biểu diễn 
[image: image576.wmf]1
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 là nghịch đảo của giản phân cấp n – 1 của liên phân số biểu diễn số 
[image: image577.wmf].
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Chứng minh


Đặt 
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là khai triển liên phân số của 
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Vì 
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 Áp dụng thuật khai triển liên phân số của 
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Từ đó suy ra: 
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Vậy
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Kí hiệu 
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là các giản phân của liên phân số khai triển 
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Dễ thấy:
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Giả sử 
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Từ đó suy ra:
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Vậy 
[image: image604.wmf]'
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 Đó là điều phải chứng minh.
5.6. Bổ đề

Giả sử d là một số nguyên dương không chia hết cho một chính phương, 
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là một nghiệm nguyên dương của phương trình:
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với điều kiện 
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 là một giản phân của liên phân số biểu diễn 
[image: image610.wmf]d.



Chứng minh


Trớc hết, ta xét trường hợp 
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 Từ đẳng thức 
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Từ đó suy ra:
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Vì 
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Theo bổ đề 2.2., 
[image: image619.wmf]0
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 là một giản phân của liên phân số biểu diễn 
[image: image620.wmf]d.



Trường hợp 
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 Từ đẳng thức 
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Vậy 
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Theo chứng minh trên thì 
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 là một giản phân cấp n nào đó của liên phân số biểu diễn 
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 nhưng khi đó 
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 là một giản phân cấp n – 1 của liên phân số biểu diễn 
[image: image630.wmf]d.

 Đó là điều phải chứng minh.
BÀI 6. PHƯƠNG TRÌNH LIÊN QUAN ĐẾN PHƯƠNG TRÌNH PELL

6.1. Phương trình mx2 – ny2 = 1

Xét phương trình dạng:

[image: image631.wmf]22
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(23)
với m, n là những số nguyên dương đã cho.


Giả sử 
[image: image632.wmf](
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là một nghiệm nguyên của phương trình (23), nghĩa là ta có 
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Khi đó ta đặt:
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ta được:
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Từ đó suy ra:
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Như vậy, phương trình (23) dẫn đến phương trình Pell:


[image: image637.wmf]22
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(26)

Nếu (u, v) là một nghiệm nguyên của phương trình (26) thì cặp số nguyên (x, y) xác định bởi hệ thức (24) là một nghiệm của phương trình (23), ngược lại, nếu (x, y) là một nghiệm của phương trình (23) thì cặp số nguyên (u, v) xác định bởi hệ thức (24) là một nghiệm của phương trình Pell (26). Như vậy, ta có mệnh đề sau:


Mệnh đề. Nếu phương trình (23) có một nghiệm 
[image: image638.wmf](
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thì nó sẽ có vô số nghiệm và tất cả các nghiệm (x, y) của nó được xác định bởi hệ thức (24) trong đó (u, v) là một nghiệm tuỳ ý của phương trình Pell (26).

Ví dụ. Giải phương trình 
[image: image639.wmf]22
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Rõ ràng phương trình này có một nghiệm là (2, 1). Đặt:
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Ta giải phương trình:
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Khai triển 
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 thành liên phân số ta được:
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Các giản phân của liên phân số này là:
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Vậy nghiệm nhỏ nhất của phương trình 
[image: image648.wmf]22
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 là (15, 4). Theo công thức (4) tất cả các nghiệm của phương trình này là 
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Tương ứng, các nghiệm của phương trình đã cho là 
[image: image651.wmf](
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Chẳng hạn, những nghiệm nguyên dương đầu tiên của phương trình với n = 0, 1, 2 là: (2, 1), (58, 31), (1738, 929),...

6.2. Định lí

Nếu phương trình (23) có nghiệm thì m và n nguyên tố cùng nhau và m là thặng dư bậc hai theo mod p với bất kì ước nguyên tố lẻ p nào của n, còn –n là thặng dư bậc hai theo mod q với bất kì ước nguyên tố lẻ q nào của m.

Chứng minh


Giả sử phương trình (23) có một nghiệm 
[image: image653.wmf](
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khi đó ta có:
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Đẳng thức trên trước hết chứng tỏ rằng m và n nguyên tố cùng nhau.Hơn nữa từ đẳng thức trên suy ra:
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với t là một số nguyên sao cho 
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Giả sử p là một ước nguyên tố lẻ của n thì từ trên suy ra:
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Đồng dư thức thứ nhất chứng tỏ t là một thặng dư bậc hai theo mod p. Nhưng từ đó và từ đồng dư thức thứ hai cũng suy ra m là một thặng dư bậc hai mod p vì ta có:
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Do đó 
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Lặp luận tương tự từ đồng dư thức:


[image: image663.wmf](
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ta suy ra –n là thặng dư theo mod q với bất kì ước nguyên tố lẻ q nào của m.


Ví dụ 1.

Xét phương trình 
[image: image664.wmf]22
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Ta thấy 5 là một ước nguyên tố của 35, nhưng
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Điều đó chứng tỏ 3 không là một thặng dư bậc hai mod 5. Vậy phương trình vô nghiệm.


Ví dụ 2.

Xét phương trình 
[image: image666.wmf]22
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Ta thấy 51 = 3.17 có hai ước nguyên tố là 3 và 17, và:
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Vậy phương trình vô nghiệm.


Ví dụ 3.


Xét phương trình 
[image: image668.wmf]22
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Ta thấy:


[image: image669.wmf](

)

31131

.

22

3131

11.

1333

--

æöæöæö

=-==

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø



Nhưng:
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Vậy phương trình vô nghiệm.

BÀI TẬP CHƯƠNG II
1.
Tìm một nghiệm không tầm thường của các phương trình sau và viết công thức truy hồi xác định một dãy nghiệm xuất phát từ nghiệm đó.

a)
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b)
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c)
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2.
Viết công thức truy hồi xác định một dãy nghiệm của phương trình

[image: image674.wmf]22
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xuất phát từ nghiệm nhỏ nhất của nó. Chỉ ra một nghiệm của phương trình này ngoài dãy nghiệm đó.

3.
Tìm nghiệm nhỏ nhất của các phương trình sau và viết tập hợp các nghiệm của chúng.

a)

[image: image675.wmf]22
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b)
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Tìm năm nghiệm nguyên dương đầu tiên của các phương trình trên.

4.
Giải các phương trình sau bằng liên phân số

a)

[image: image677.wmf]22
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b)

[image: image678.wmf]22
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5.
Giải các phương trình sau

a)
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b)
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c)
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d)
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6.
Giả sử phương trình 
[image: image683.wmf]22
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 có nghiệm và 
[image: image684.wmf](
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 là nghiệm nhỏ nhất của nó. Hãy tìm một công thức xác định tất cả các nghiệm của phương trình này qua dãy 
[image: image685.wmf](
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 các nghiệm của phương trình 
[image: image686.wmf]22
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7.
Kí hiệu (u, v) là nghiệm nhỏ nhất của phương trình 
[image: image687.wmf]22
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 Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để phương trình 
[image: image688.wmf]22
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 có nghiệm là 
[image: image689.wmf]u1
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 là một chính phương.
8.
Giả sử m là một số nguyên dương. Chứng tỏ rằng số 
[image: image690.wmf]2
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 có khai triển liên phân số là:
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Từ đó chỉ ra rằng các phương trình 
[image: image692.wmf](
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 và 
[image: image693.wmf](

)

222

xm1y1

-+=-

 có nghiệm, và tìm các nghiệm của hai phương trình này.
9.
Giải các phương trình sau:

a)

[image: image694.wmf]22
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b)
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c)

[image: image696.wmf]22
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d)
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10.
Tìm nghiệm nhỏ nhất của các phương trình sau, từ đó tìm nghiệm nhỏ nhất của phương trình Pell tương ứng.

a)

[image: image698.wmf]22

x65y1

-=-



b)
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11.
Cho p là một số nguyên tố lẻ. Chứng minh rằng nếu phương trình 
[image: image700.wmf]22
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 có nghiệm thì p có dạng 8m + 1 hoặc 8m – 1.
12.
Chứng minh rằng:

a)
Không tồn tại số tự nhiên m khác 0 nào sao cho m và m + 1 cùng là chính phương.


b)
Tồn tại vô số số tự nhiên m sao cho m và 2(m + 1) cùng là chính phương.

13.
Tìm đọc tài liệu (chẳng hạn, xem [6]) về phép chứng minh bổ đề 4.1. Trình bày lại phép chứng minh điều kiện có nghiệm của phương trình Pell loại hai.
14. Chứng minh rằng: tồn tại vô số số tự nhiên n sao cho tổng của n số tự nhiên đầu tiên là một chính phương.
15.
Tìm các nghiệm nguyên dương của phương trình:

[image: image701.wmf]22
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 thoả mãn điều kiện 80 < x < 120.
16.
Giải phương trình 
[image: image702.wmf]22
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17.
Giải phương trình 
[image: image703.wmf]22
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18.
Tìm tất cả các số tự nhiên m sao cho 2m + 1, 3m + 1 đều là số chính phương.
19.
Giải phương trình 
[image: image704.wmf]22

xx13y

++=


20.
Giải phương trình 
[image: image705.wmf]22

3xyy

-=


CHƯƠNG III. BÀI TOÁN FERMAT

BÀI 1. PHƯƠNG TRÌNH 
[image: image706.wmf]+=
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Xét phương trình vô định
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(1)
với n là một số nguyên dương.

1.1. Nhận xét

Hiển nhiên, phương trình (1) luôn có các nghiệm là: x = y = z = 0; x = 0, y = z = 0; y = 0, x = z = a; và trong trường hợp n là một số nguyên lẻ phương trình còn có nghiệm z = 0, x = -y = a, ở đây a là một số nguyên tuỳ ý. Ta coi đó là nhưng nghiệm tầm thường của phương trình (1).

Hơn nữa, trong trường hợp n chẵn, nếu (x, y, z) là một nghiệm của phương trình (1) thì 
[image: image708.wmf](
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cũng là một nghiệm của (1). Trong trường hợp n lẻ, nếu phương trình (1) có nghiệm nguyên âm (x, y, z) thì nó cũng có nghiệm nguyên dương (-x, -y, -z), còn nếu phương trình (1) có nghiệm (x, y, z) trong đó x < 0, y > 0, z > 0 hoặc x < 0, y > 0, z < 0 hoặc x > 0, y < 0, z > 0 hoặc x > 0, y < 0, z < 0 thì tương ứng phương trình 
[image: image709.wmf]nnn
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hoặc 
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 có nghiệm nguyên dương.

Vì vậy, khi xét phương trình vô định (1) ta chỉ đề cập đến các nghiệm nguyên dương của nó.


Giả sử (x, y, z) là một nghiệm nguyên dương của phương trình (1). Từ đẳng thức:
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suy ra nếu d là ước chung dương của hai trong ba số nguyên x, y, z thì nó cũng là ước của số thứ ba. Hơn nữa, nếu d là một ước chung dương của x, y, z thì 
[image: image712.wmf]111
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 cũng là một nghiệm nguyên dương của phương trình (1).

Như vậy, nếu phương trình (1) có nghiệm nguyên dương thì nó sẽ có nghiệm nguyên dương (x, y, z) trong đó x, y, z nguyên tố cùng nhau, hơn nữa khi đó x, y, z đôi một nguyên tố cùng nhau. Ta có định nghĩa sau:

1.2. Định nghĩa

Bộ ba số nguyên dương x, y, z nguyên tố cùng nhau thoả mãn phương trình (1) được gọi là một nghiệm nguyên thuỷ của phương trình này.

Dễ thấy, nếu (x, y, z) là một nghiệm nguyên thuỷ của phương trình (1) thì (dx, dy, dz) với d là một số nguyên dương tuỳ ý cũng là một nghiệm nguyên dương của phương trình (1). Nghiệm này được gọi là được sinh ra từ nghiệm nguyên thuỷ (x, y, z). Từ nhận xét 1.1. suy ra mọi nghiệm nguyên dương của phương trình (1) đều được sinh ra từ một nghiệm nguyên thuỷ của nó. Vì vậy, để giải phương trình (1) ta chỉ cần tìm các nghiệm nguyên thuỷ của nó.
BÀI 2. PHƯƠNG TRÌNH PYTHAGORE


Phương trình:
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(2)
được nghiên cứu từ trước công nguyên dưới dạng bài toán cổ “Hãy viết một bình phương dưới dạng tổng của hai bình phương”. Theo định lí Pythagore, với ba số nguyên dương (x, y, z) thoả mãn phương trình (2) có một tam giác vuông mà kích thước các cạnh tương ứng là x, y, z đơn vị dài. Vì vậy mỗi nghiệm nguyên dương của phương trình (2) thường được gọi là một bộ ba Pythagore và phương trình (2) cũng được gọi là phương trình Pythagore.


Một bộ ba Pythagore nguyên thuỷ quen thuộc là (3, 4, 5). Từ đó ta có một họ gồm vô số nghiệm của phương trình (2) là (3k, 4k, 5k) trong đó k là một số nguyên tuỳ ý. Từ rất sớm người ta đã tìm được thuật toán giải phương trình Pythagore. Trong các lập luận về nghiệm của phương trình 
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 nói chung ta thường phải sử dụng bổ đề sau.
2.1. Bổ đề

Giả sử a, b, c là ba số nguyên dương, a và b nguyên tố cùng nhau. Khi đó từ đẳng thức 
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Chứng minh


Bổ đề hiển nhiên đúng nếu a = 1 hoặc b = 1. Giả sử a > 1, b > 1, khi đó cũng có c > 1.

Giả sử
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là sự khai triển chính tắc của a và b thành tích các thừa số nguyên tố. Vì ước chung lớn nhất của a và b bằng 1 nên các số nguyên tố 
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 đôi một phân biệt. Do đó
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là sự khai triển chính tắc của 
[image: image721.wmf]n
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 thành tích các thừa số nguyên tố. Theo tính duy nhất của sự phân tích một số nguyên thành tích các thừa số nguyên tố suy ra sự khai triển trên của 
[image: image722.wmf]n
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 phải trùng với luỹ thừa n của sự khai triển số c thành tích các thừa số nguyên tố. Điều đó chứng tỏ rằng các số mũ 
[image: image723.wmf]1s1t
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 đều chia hết cho n. Từ đó suy ra điều cần phải chứng minh.

Chú ý. Dễ thấy bổ đề trên được mở rộng cho trường hợp tích của nhiều số. Nếu 
[image: image724.wmf]12n
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 là các số nguyên tố đôi một nguyên tố cùng nhau và 
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 thì mỗi một trong các số 
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Định lí dưới đây xác định tập hợp các nghiệm nguyên thuỷ của phương trình Pythagore.

2.2. Định lí

Giả sử m > n là hai số nguyên dương, khác tính chẵn lẻ và nguyên tố cùng nhau. Khi đó các bộ ba số nguyên dương (x, y, z) xác định bởi hệ thức:
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(3)
là tất cả các bộ ba Pythagore nguyên thuỷ.


Chứng minh


Vì vai trò của x, y trong phương trình Pythagore là như nhau nên ta chỉ cần chứng minh định lí với (x, y, z) thoả mãn một trong hai hệ thức (3). Trước hết dễ thấy nếu (x, y, z) xác định bởi hệ thức (3) thì nó là một nghiệm nguyên dương của phương trình Pythagore. Ta chứng minh rằng nó là một nghiệm nguyên thuỷ. Thật vậy, giả sử d là một ước chung của 
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 và 
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 Vì m, n có tính chất chẵn lẻ khác nhau, nên 
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 và 
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 đều là những số lẻ, và do đó d là số lẻ. Mặt khác, từ 
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[image: image735.wmf](

)

22

d|mn

+

 suy ra 
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 và do đó 
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(do d lẻ). Từ giả thiết ƯCLN(m, n) = 1 cũng suy ra ƯCLN
[image: image738.wmf](
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 và do đó d = 1. Chứng minh trên chứng tỏ rằng ta luôn có 
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 nguyên tố cùng nhau. Vậy bộ ba (x, y, z) thoã mãn hệ thức (3) nguyên tố cùng nhau, nghĩa là nó là một nghiệm nguyên thuỷ của phương trình Pythagore (2).

Ngược lại, giả sử (x, y, z) là một bộ ba Pythagore nguyên thuỷ. Từ giả thiết ƯCLN(x, y, z) = 1 và đẳng thức:
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suy ra x và y không thể cùng là số chẵn. Hơn nữa, nếu x và y cùng là số lẻ thì 
[image: image742.wmf](
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(bình phương một số lẻ luôn đồng dư với 1 theo mod 4). Khi đó 
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 Đẳng thức cuối cùng chứng tỏ 
[image: image745.wmf]22
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 không thể là một số chính phương, mau thuẫn với giả thiết.

Vậy x và y phải có tính chẵn lẻ khác nhau. Giả sử x chẵn, y lẻ, khi đó z là một số lẻ. Từ giả thiết suy ra:
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Dễ thấy từ ƯCLN(z, y) = 1 suy ra ƯCLN
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 do đó theo bổ đề 2.1. đẳng thức trên chứng tỏ 
[image: image749.wmf]zy
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 là những số chính phương. Đặt:
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với m, n là hai số nguyên dương. Khi đó:

x = 2mn, y = m2 – n2, z = m2 + n2.

Hơn nữa, từ chỗ ƯCLN
[image: image752.wmf](
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 suy ra ƯCLN(m, n) = 1 và m, n có tính chất chẵn lẻ khác nhau do y và z lẻ. Định lí được chứng minh.
2.3. Thuật toán tìm các bộ ba Pythagore nguyên thuỷ

Theo định lí 2.2. để tìm các bộ ba Pythagore nguyên thuỷ ta lần lượt cho n, m nhận các giá trị nguyên dương khác tính chất chẵn lẻ, nguyên tố cùng nhau và m > n rồi tính x, y, z theo công thức (3).

Đặc biệt với n = 1, lấy m = 2k với k = 1, 2, 3,... ta được các bộ ba Pythagore nguyên thuỷ dạng:
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Chẳng hạn (4, 3, 5), (8, 15, 17), (12, 35, 37), (16, 63, 65),...


Với n = 2, lấy m = 2k + 1 với k = 1, 2, 3,...ta được các bộ ba Pythagore nguyên thuỷ dạng:
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Chẳng hạn (12, 5, 13), (20, 21, 29), (28, 45, 53),...


Chú ý với mỗi bộ ba Pythagore tìm được ta có một bộ ba Pythagore mới, nhận được bằng cách hoán vị các giá trị của x và y.

BÀI 3. MỘT VÀI MỞ RỘNG CỦA PHƯƠNG TRÌNH PYTHAGORE

3.1. Phương trình mx2 + y2 = z2


(4)

Xét phương trình (4) với m là một số nguyên tuỳ ý.

Nếu m = k2 là một số chính phương thì phương trình (4) đưa được về phương trình Pythagore bằng phép gán x : = kx.


Trong trường hợp tổng quát, dễ thấy phương trình (4) luôn có vô số nghiệm (x, y, z) với:

x = 2t, y = mt2 – 1, z = mt2 + 1

(5)
ở đây t là một số nguyên dương tuỳ ý.


Trong trường hợp m là một số chẵn, thì các nghiệm (5) là nghiệm nguyên thuỷ. Thật vậy, vì m chẵn nên y và z lẻ, do đó ước chung lớn nhất d của y và z là số lẻ. Mặt khác, d phải là ước của 
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 và do đó d = 1. Từ đó suy ra x, y, z nguyên tố cùng nhau.


Trong trường hợp m là một số lẻ, để được các nghiệm nguyên thuỷ của phương trình (4) ta đặt:
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(6)
với t là một số nguyên dương lẻ tuỳ ý. Rõ ràng, bộ ba số (x, y, z) xác định bởi (6) là các số nguyên dương và thoả mãn phương trình (4). Mặt khác, ước chung lớn nhất d của y và z phải là ước của:
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Do đó d = 1 và x, y, z nguyên tố cùng nhau.


Ví dụ. Xét phương trình 
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Trường hợp này m = 2 là một số chẵn, công thức (5) cho ta một tập hợp nghiệm nguyên thuỷ của phương trình này là:

x = 2t, y = 2t2 – 1, z = 2t2 + 1 với 
[image: image760.wmf]*
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Với t = 1, 2, 3, 4, 5 ta được các nghiệm sau:

(2, 1, 3), (4, 7, 9), (6, 7, 19), (8, 31, 33), (10, 51, 53).


Chú ý. Tập hợp nghiệm nguyên thuỷ xác định bởi hệ thức (5) hoặc (6), nói chung không phải là tất cả các nghiệm nguyên thuỷ của phương trình (4).

Chẳng hạn, phương trình:
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có một nghiệm nguyên thuỷ (3, 7, 11) không thoả mãn hệ thức (5) hoặc (6).


Trên thực tế, ta có thể thay hệ thức (5) bởi hệ thức:

x = 2t, y = t2 – m, z = t2 + m

(7)
với t là số nguyên dương tuỳ ý, mà t2 > m. Rõ ràng các bộ ba nguyên dương (x, y, z) thoả mãn hệ thức (7) cũng là nghiệm của phương trình (4), vì ta có:
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Chẳng hạn, đối với phương trình 
[image: image763.wmf]222
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các nghiệm viết theo hệ thức (7) tương ứng với t = 2, 3, 4, 5 là: (4, 2, 6), (6, 7, 11), (8, 14, 18), (10, 23, 27). Trong các nghiệm này có các nghiệm nguyên thuỷ như (6, 7, 11), (10, 23, 27).

3.2. Phương trình x2 + y2 = 2z2


(8)


Phương trình (8) có thể đưa được về phương trình Pythagore bởi phép đặt ẩn phụ:
x = u + v, y = u – v.


Khi đó phương trình (8) trở thành phương trình:
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Từ công thức tính nghiệm nguyên thuỷ của phương trình Pythagore:

u = 2mn, v = m2 – n2, z = m2 + n2
với m > n là hai số tự nhiên bất kì, khác tính chẵn lẻ và nguyên tố cùng nhau, suy ra công thức tính nghiệm của phương trình (8) là:
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Chú ý. Xét phương trình tổng quát 
[image: image766.wmf]222
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(9) 



với m là một số nguyên dương.

Bằng phép đặt ẩn phụ như trên ta có thể đưa về phương trình mà ở đó m là một số tự nhiên lẻ. Phương trình (9) không phải luôn luôn có nghiệm. Chẳng hạn, đối với phương trình 
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 ta thấy ngay một nghiệm nguyên thuỷ của nó là (1, 2, 1), nhưng phương trình 
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 không có nghiệm vì bình phương một số nguyên không chia hết cho 3 luôn luôn là một số chia cho 3 dư 1.
BÀI 4. CHỨNG MINH ĐỊNH LÍ FERMAT VỚI N = 4

Khi đọc cuốn sách Số học của Diophante, nhà toán học người Pháp Fermat đã ghi vào lề cuốn sách cạnh bài toán “Hãy viết một bình phương dưới dạng tổng của hai bình phương” những dòng chữ sau:

“Ngược lại, không thể viết một lập phương dưới dạng tổng của hai lập phương, hay một luỹ thừa bậc 4 dưới dạng tổng của hai luỹ thừa bậc bốn. Tổng quát, không thể viết một luỹ thừa bậc lớn hơn 2 dưới dạng tổng của hai luỹ thừa cùng bậc đó. Tôi có một chứng minh kì diệu cho điều khẳng định này, nhưng lề sách quá hẹp nên không thể ghi lại được”. Cần nói thêm rằng Fermat là một nhà Toán học vĩ đại, nhưng các phát minh của ông thường chỉ được ghi chú bên lề các cuốn sách mà ông đã đọc hoặc được viết trong các thư từ trao đổi với các nhà Toán học khác. Trong suốt đời mình, Fermat không công bố một công trình Toán học nào. Phát biểu của Fermat có thể diễn đạt theo ngôn ngữ của phương trình vô định là:


Phương trình 
[image: image769.wmf]nnn
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 không có nghiệm nguyên dương với 
[image: image770.wmf]n3.
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Mệnh đề này thường được gọi là định lí lớn Fermat, hay định lí cuối cùng của Fermat. Gọi định lí lớn là để phân biệt với “định lí nhỏ” cũng rất nổi tiếng của Fermat trong Số học: “Nếu số nguyên a nguyên tố với số nguyên tố p thì 
[image: image771.wmf](
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Fermat đưa ra khẳng định trên vào cuối năm 1630, ông mất năm 1665, cho nên chắc chắn “định lí cuối cùng” không phải phát minh cuối cùng của ông. Tên gọi định lí cuối cùng của Fermat cần phải được hiểu đó là khẳng định cuối cùng của Fermat mà người ta còn chưa chứng minh được cho đến trước năm 1993.

Trong suốt 350 năm, nhiều thế hệ các nhà Toán học đã đổ bao công sức để giải bài toán của Fermat. Có nhiều cơ sở để tin rằng “phép chứng minh kì diệu” mà Fermat tuyên bố là một sự nhầm lẫn.


Trong quá trình đi tìm phép chứng minh cho định lí lớn Fermat các nhà Toán học đã sáng tạo ra những lí thuyết Toán học mới, những phương pháp nghiên cứu mới, mà phạm vi ứng dụng của chúng vượt rất xa mục tiêu ban đầu. Đến năm 1993, nhà Toán học người Anh Andrew Wiles đã hoàn thành việc chứng minh định lí này bằng những công cụ Toán học hiện đại được tạo nên bởi nhiều nhà Toán học trước đó.


Trong giáo trình này ta chỉ xét định lí Fermat trong hai trường hợp đơn giản nhất với n = 4 và n = 3. Trước hết ta có nhận xét sau:

Nếu định lí lớn Fermat đúng với n = k thì nó cũng đúng với mọi số nguyên dương n là bội của k.


Thật vậy, giả sử định lí lớn Fermat không đúng đối với n = k.d với d là một số nguyên dương nào đó. Điều đó có nghĩa là tồn tại các số nguyên dương 
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 sao cho:
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Nhưng khi đó ta có thể viết:
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Hay 
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 là một nghiệm nguyên dương của phương trình:

[image: image776.wmf]kkk

xyz.

+=



Điều này mâu thuẫn với giả thiết.


Vì một số tự nhiên 
[image: image777.wmf]n3
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 hoặc phải chia hết cho 4 hoặc phải có một ước nguyên tố lẻ nào đó, nên từ nhận xét trên ta suy ra:


Định lí lớn Fermat sẽ được chứng minh nếu ta chứng minh được rằng phương trình 
[image: image778.wmf]nnn
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 không có nghiệm nguyên dương với n = 4 hoặc n là một số nguyên tố lẻ.

Với n = 4 ta có định lí sau.


Định lí. Phương trình:
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(10)
không có nghiệm nguyên dương.


Chứng minh


Giả sử phản chứng, phương trình (10) có nghiệm nguyên dương. Khi đó, phương trình 
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(10.1) có nghiệm nguyên dương. Giả sử 
[image: image781.wmf](
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 là một nghiệm nguyên thuỷ của (10.1) với 
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 nhận giá trị nhỏ nhất. Khi đó 
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là một bộ ba Pythagore nguyên thuỷ và không mất tính tổng quát của lí luận, ta coi 
[image: image784.wmf]2

0

x

 là số nguyên chẵn. Theo định lí 2.2. tồn tại hai số nguyên dương m, n khác tính chẵn lẻ, nguyên tố cùng nhau, m > n sao cho:
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Nếu m chẵn, n lẻ, chẳng hạn: m = 2k, n = 2s + 1 thì:
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Điều này không xảy ra vì bình phương của một số nguyên lẻ luôn có dạng 4t + 1.


Vậy phải có m lẻ và n chẵn. Giả sử n = 2u, khi đó ta có ƯCLN(m, u) = 1 và 
[image: image787.wmf]2
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Từ đó theo bổ đề 2.1. suy ra m và n đều là những chính phương. Giả sử:
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ở đây 
[image: image790.wmf]1
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là hai số nguyên dương và nguyên tố cùng nhau. Thay kết quả trên vào biểu thức của 
[image: image791.wmf]2
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 ta được:
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Hay:
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Áp dụng định lí 2.2. với bộ ba Pythagore nguyên thuỷ 
[image: image794.wmf](
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 suy ra tồn tại hai số nguyên dương a, b nguyên tố cùng nhau, khác tính chẵn lẻ, a < b sao cho:
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Theo bổ đề 2.1., từ đẳng thức ab = t2 và giả thiết ƯCLN(a, b) = 1 suy ra a và b phải là những chính phương. Đặt
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với 
[image: image797.wmf]11
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 là hai số nguyên dương nguyên tố cùng nhau. Thay kết quả này vào biểu thức của 
[image: image798.wmf]2
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 ta được:
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Vậy 
[image: image800.wmf](
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 là một nghiệm nguyên thuỷ của phương trình (10.1). Theo giả thiết ta có:
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Từ đó suy ra:
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Điều này là một mâu thuẫn vì m, n là hai số nguyên dương. Định lí được chứng minh.

BÀI 5. CHỨNG MINH ĐỊNH LÍ FERMAT VỚI N = 3


Năm 1768 Euler đã đưa ra phép chứng minh định lí Fermat với n = 3. Lập luận của Euler dựa vào bổ đề sau.

5.1. Bổ đề (Euler)

Giả sử a, b là hai số nguyên, nguyên tố cùng nhau, sao cho 
[image: image803.wmf]22
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 là một lập phương. Khi đó tồn tại các số nguyên s, t sao cho:
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Trong mục này ta sẽ thảo luận về bổ đề này của Euler. Bây giờ ta sẽ dựa vào bổ đề chứng minh định lí Fermat với n = 3.

5.2. Định lí

Phương trình:

[image: image805.wmf]333
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(11)
không có nghiệm nguyên khác 0.


Chứng minh


Giả sử phản chứng, phương trình (11) có nghiệm khác. Khi đó tồn tại các số nguyên 
[image: image806.wmf]000
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 khác 0 và đôi một nguyên tố cùng nhau sao cho:
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Dễ thấy trong ba số nguyên đôi một nguyên tố cùng nhau 
[image: image808.wmf]000
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 có đúng một số chẵn. Ta luôn có thể giả thiết 
[image: image809.wmf]0
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 chẵn. Thực vậy, nếu 
[image: image810.wmf]0
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 chẵn thì ta chỉ việc đổi vai trò của x và y cho nhau. Nếu 
[image: image811.wmf]0
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 chẵn, thì ta thực hiện phép gán 
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vì từ (12) ta có:
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Trong tất cả các bộ ba số nguyên 
[image: image814.wmf](
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 đôi một nguyên tố cùng nhau, thoả mãn phương trình (11) với 
[image: image815.wmf]0

x

 chẵn, ta chọn được một bộ ba như vậy với 
[image: image816.wmf]0
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 nhỏ nhất (do tính sắp thứ tự tốt của tập số tự nhiên).

Vì 
[image: image817.wmf]00
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 là hai số lẻ, nên 
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 và 
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 là hai số chẵn. Đặt:
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thì u, v là hai số nguyên, và:
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Do 
[image: image822.wmf]00
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 đều lẻ và nguyên tố cùng nhau, từ đẳng thức trên suy ra u, v có tính chẵn lẻ khác nhau và nguyên tố cùng nhau.


Từ đẳng thức (12) suy ra:
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Đặt 
[image: image824.wmf]0
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 ta được: 
[image: image825.wmf](

)

322

8m2v3uv

=+


hay







[image: image826.wmf](

)

322

v

m3uv

4

=+





(13)


Vì u, v có tính chẵn lẻ khác nhau, nên 
[image: image827.wmf]22
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 là một số lẻ. Đẳng thức (13) chứng tỏ v chia hết cho 4, hay 
[image: image828.wmf]v
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 Ta xét hai trường hợp sau:

a)
Trường hợp thứ nhất. v không chia hết cho 3.

Khi đó 
[image: image829.wmf]v
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 và 
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 nguyên tố cùng nhau. Thật vậy giả sử 
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 thì d là ớc của v và của 
[image: image833.wmf](

)

2222

3u3uvv.

=+-

 Nhưng do v nguyên tố cùng nhau với u và 3 nên ƯCLN
[image: image834.wmf](
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 Suy ra d = 1. Từ đó, theo bổ đề 2.1., đẳng thức (13) chứng tỏ cả 
[image: image835.wmf]v
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 và 
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 đều là những lập phương.

Theo bổ đề 5.1., từ 
[image: image837.wmf]22
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 là một lập phương, suy ra tồn tại các số nguyên s, t sao cho:
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Vì v chẵn (v chia hết cho 4) và u lẻ nên suy ra s chẵn và t lẻ. Hơn nữa, do u, v nguyên tố cùng nhau, nên s, t cũng nguyên tố cùng nhau.


Mặt khác, vì 
[image: image839.wmf]v
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 là một lập phương, nên 
[image: image840.wmf]v
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 cũng là một lập phương, hay:
2v = 2s(s – 3t)(s + 3t)
là một lập phương. Ta chứng minh ba số 2s, s – 3t, s + 3t đôi một nguyên tố cùng nhau. Thật vậy, giả sử d = ƯCLN(2s, s – 3t) thì d là một số lẻ (vì s – 3t lẻ). Từ đó suy ra d là ước của s và của 3t = s – (s – 3t), và do đó d là ước của ƯCLN(s, 3t) = ƯCLN(s, 3) (do t và s nguyên tố cùng nhau). Vậy d là ước của 3. Nếu d = 3 thì s và do đó v chia hết cho 3, mâu thuẫn với giả thiết. Từ đó duy ra d = 1, nghĩa là 2s và s – 3t nguyên tố cùng nhau.


Lập luận tương tự ta cũng có 2s và s + 3t nguyên tố cùng nhau, và s + 3t, s – 3t nguyên tố cùng nhau.

Áp dụng bổ đề 2.1. mở rộng với ba số 2s, s – 3t, s + 3t ta suy ra tồn tại các số nguyên 
[image: image841.wmf]111
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và do đó:
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Như vậy 
[image: image844.wmf](
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 là một bộ ba số nguyên khác 0 đôi một nguyên tố cùng nhau, 
[image: image845.wmf]1

x

là số chẵn, thoả mãn phương trình (1).


Mặt khác, theo cách xác định của các số nguyên u, v, s, t ta có:
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Điều đó mâu thuẫn với giả thiết về bộ ba số nguyên 
[image: image847.wmf](
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b)
Trường hợp thứ hai. v chia hết cho 3.

Đặt v = 3t, khi đó đẳng thức (13) trở thành:
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Ta thấy hai số nguyên 
[image: image849.wmf]9
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 và 
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 nguyên tố cùng nhau. Thật vậy, giả sử ngược lại p là một ước nguyên tố chung của 
[image: image851.wmf]9
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 và 
[image: image852.wmf]22
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 Nếu p = 3, thì từ chỗ 3 là ước của 
[image: image853.wmf]22
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 suy ra 3 là ước của u và do đó là một ước chung của u và v.

Nếu 
[image: image854.wmf]p3
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 thì từ p là ước của 
[image: image855.wmf]9
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 suy ra p là ước của r và do đó là ước của 
[image: image856.wmf](
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 Vậy p cũng là một ước chung của u và v.


Trong mọi trường hợp, ta giả thiết 
[image: image857.wmf]9
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 và 
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 không nguyên tố cùng nhau suy ra u và v không nguyên tố cùng nhau. Đó là một mâu thuẫn.


Áp duụn bổ đề 2.1. với hai số 
[image: image859.wmf]9
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 và 
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 ta được cả hai số này đều là những lập phương. Vì 
[image: image861.wmf]22
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 là một lập phương, nên theo bổ đề 5.1., tồn tại các số nguyên s, t sao cho:
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Hơn nữa, vì u, r nguyên tố cùng nhau, r là số chẵn (do v là số chẵn) nên s, t cũng nguyên tố cùng nhau, t chẵn và s lẻ.


Vì 
[image: image863.wmf]9
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 là một lập phương, nên 
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 cũng là một lập phương. Nói cách khác, số nguyên:
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)

(

)

(

)

22

2

r2tst2tstst

3

=-=-+

 là một lập phương.

Từ chỗ t và s nguyên tố cùng nhau, t chẵn, s lẻ dễ suy ra 2t, s – t, s + t đôi một nguyên tố cùng nhau.


Áp dụng bổ đề 2.1. với ba số 2t, s – t, s + t ta suy ra tồn tại các số nguyên 
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 sao cho:
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Khi đó, ta có:
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Mặt khác, rõ ràng:
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Hay 
[image: image870.wmf]10
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 Điều này mâu thuẫn với giả thiết về bộ ba số nguyên 
[image: image871.wmf](

)

000

x,y,z.



Như vậy, trong mọi trường hợp, từ giả thiết tồn tại nghiệm nguyên khác không của phương trình (11) đều suy ra một mâu thuẫn. Định lí 5.2 được chứng minh.

BÀI 6. CHỨNG MINH BỔ ĐỀ EULER

6.1. Một lập luận của Euler


Để chứng minh bổ đề 5.1. Euler dựa vào sự phân tích:
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Từ đó ông lập luận: vì 
[image: image873.wmf]22
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 là một lập phương, nên mỗi nhân tử ở vế phải là một lập phương, do đó tồn tại các số nguyên s, t sao cho:
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Từ đó suy ra:
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Bổ đề 5.1. được chứng minh.

6.2. Sự thiếu sót trong lập luận của Euler

Lập luận của Euler dựa trên bổ đề 2.1. đối với các số dạng 
[image: image877.wmf]ab3
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 với 
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 Trong bài 2 ta đã thấy cơ sở của phép chứng minh bổ đề 2.1. là sự kiện: “Mọi số nguyên lớn hơn 1 đều phân tích duy nhất được thành tích các thừa số nguyên tố, nếu trong sự phân tích đó ta không kể đến thứ tự các thừa số”. Sự kiện này thường được gọi là định lí cơ bản của Số học. Dễ kiểm tra rằng tập hợp các số dạng 
[image: image879.wmf]ab3
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với 
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Î

¢

 cùng phép toán cộng và nhân các số thực thông thường cũng lập thành một vành giao hoán, có đơn vị. Hơn nữa vành này còn là một miền nguyên. Tuy nhiên, dễ thấy trong Số học các số dạng 
[image: image881.wmf]ab3
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với 
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 không có định lí phân tích duy nhất thành tích các thừa số nguyên tố (hay bất khả quy).

Chẳng hạn, ta có sự phân tích:
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Ta sẽ chứng tỏ 2 và 
[image: image884.wmf]13,13
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 là những phần tử bất khả quy.


Thật vậy, giả sử có sự phân tích:
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thì suy ra:
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Nhưng khi đó ta cũng có:
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Vậy:
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Từ đó suy ra:
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Nhưng dễ thấy trường hợp thứ nhất không thể xảy ra. Còn từ chỗ 
[image: image892.wmf]22
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suy ra hoặc 
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 hoặc 
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 Từ đẳng thức 
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 suy ra 
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 Với d = 0 và 
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  từ đẳng thức (16) suy ra 
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 Vậy sự phân tích của 2 sẽ là:
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Nghĩa là 2 chỉ có các ước tầm thường. Vậy nó là một phần tử bất khả quy.


Tương tự, từ sự phân tích:
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ta suy ra:
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và do đó:
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Lập luận như trên ta cũng đi đến sự phân tích của 
[image: image904.wmf]13,13
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 là tâm thường, và chúng là những phần tử bất khả quy.


Như vậy, trong phép chứng minh của Euler vẫn còn có những lỗ hổng cần khắc phục (chưa kể còn phải chứng minh 
[image: image905.wmf]ab3
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 và 
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 nguyên tố cùng nhau). Điều đó dẫn chúng ta đến sự cần thiết phải nghiên cứu các tính chất số học của các vành số dạng 
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6.3. Trường 
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Xét tập hợp:
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Dễ kiểm tra rằng 
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 là một trường con của trường các số phức 
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 Thật vậy, hiển nhiên tổng, hiệu, tích của hai số thuộc 
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 lại là một số thuộc 
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. Ta chỉ cần chứng tỏ nghịch đảo của một số khác 0 của 
[image: image914.wmf](
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 cũng thuộc tập hợp này. Giả sử 
[image: image915.wmf](
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 Khi đó:
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Nếu x, y là các số hữu tỉ không đồng thời bằng 0 thì 
[image: image920.wmf]2222
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 cũng là những số hữu tỉ.
Vậy 
[image: image921.wmf](
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Nếu 
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 Số 
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 được gọi là số liên hợp của 
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Kí hiệu 
[image: image928.wmf](
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được gọi là chuẩn của phần tử 
[image: image929.wmf].
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Dễ thấy các tính chất sau của số liên hợp và chuẩn.
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Thật vậy, giả sử 
[image: image931.wmf]xy3,uv3.
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Do đó: 
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Mặt khác, 
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Vậy 
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Thật vậy, 
[image: image940.wmf](
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6.4. Vành các số nguyên của trường 
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Xét tập hợp:
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Rõ ràng 
[image: image943.wmf](

)

D3,

Ì-

¤

mỗi phần tử 
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có một trong hai dạng sau:
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, a, b cùng lẻ.


Hơn nữa, ta có nhận xét sau: nếu 
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Mệnh đề. Tập hợp D lập thành một vành con của 
[image: image958.wmf](
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Chứng minh


Rõ ràng 
[image: image959.wmf]D.
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 Ta cần kiểm tra rằng hiệu và tích của hai phần tử thuộc D cũng là một phần tử thuộc D. Giả sử 
[image: image960.wmf]ab3
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 với 
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, a, b cùng tính chẵn lẻ, 
[image: image962.wmf]cd3
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, c, d cùng tính chẵn lẻ. Khi đó:
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và dễ thấy nếu 
[image: image965.wmf]a,b,c,d
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, a, b cùng tính chẵn lẻ, c, d cùng tính chẵn lẻ thì ta cũng có 
[image: image966.wmf]ac,bd
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 và cùng tính chẵn lẻ. Vậy 
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Nếu a, b, c, d cùng là những số nguyên chẵn thì 
[image: image969.wmf]ac3bd
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 và 
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 là hai số nguyên chẵn.


Xét trường hợp a, b chẵn, còn c, d lẻ. (Trường hợp c, d chẵn, a, b lẻ tương tự).

Giả sử a = 2k, b = 2j, c = 2t + 1, d = 2s + 1. Khi đó:
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Nhưng với hai số nguyên k và j tuỳ ý thì k + j và -3j + k = -4j + (j + k) cùng chẵn hoặc cùng lẻ. Từ đó suy ra 
[image: image972.wmf]ac3bd
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 và 
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 là hai số nguyên cùng tính chẵn lẻ.

Xét trường hợp a, b, c, d cùng là những số nguyên lẻ. Giả sử a = 2k + 1, b = 2j + 1, c = 2t + 1, d = 2s + 1. Khi đó:
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Với các số nguyên k, t, j, s tuỳ ý thì hai số nguyên (k + t) – (j + s) – 1 và (k + t) + (j + s) + 1 cùng chẵn hoặc cùng lẻ. Từ đó suy ra: 
[image: image975.wmf]ac3bd
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 và 
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 là hai số nguyên cùng tính chẵn lẻ.

Như vậy, trong mọi trường hợp ta đều có 
[image: image977.wmf].D.
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 Đó là điều phải chứng minh.


Hệ quả. D là một miền nguyên.


Thật vậy, hiển nhiên 
[image: image978.wmf]1D,

Î

nên D là một vành có đơn vị. Mặt khác, D là một vành con của một trường, nên nó có tính chất giao hoán và không có ước của 0. Vậy D là một miền nguyên. Ta gọi D là vành các số nguyên của trường 
[image: image979.wmf](
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6.5. Tập các ước của đơn vị trong vành D

- Giả sử 
[image: image980.wmf],D,0.
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 Ta nói 
[image: image981.wmf]a

 chia hết cho 
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 nếu có 
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 sao cho 
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Khi 
[image: image985.wmf]a

 chia hết cho 
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 ta cũng nói 
[image: image987.wmf]a

 là bội của 
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, hoặc 
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 là ước của 
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 và kí hiệu 
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 hay 
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 Ta có khẳng định sau:


Mệnh đề 1. Nếu 
[image: image993.wmf]a

 chia hết cho 
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 thì 
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 chia hết cho 
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 (trong 
[image: image997.wmf]¢
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Chứng minh


Theo giả thiết, tồn tại 
[image: image998.wmf]D
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 sao cho 
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 Khi đó 
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Nói cách khác 
[image: image1002.wmf](
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 chia hết cho 
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- Phần tử của vành D là ước của 1 được gọi là ước của đơn vị. Như vậy, 
[image: image1004.wmf]D

eÎ

 là ước của đơn vị khi và chỉ khi 
[image: image1005.wmf]1
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 nói cách khác, ước của đơn vị là những phần tử khả nghịch của vành. Khi nghiên cứu lí thuyết chia hết trên một vành  ta rất cần biết tập hợp các ước của đơn vị trong vành đó. Ta có tiêu chuẩn sau đây để xác định các ước của đơn vị trong vành D.


Mệnh đề 2. Phần tử 
[image: image1006.wmf]D
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 là ước của đơn vị khi và chỉ khi 
[image: image1007.wmf](
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Chứng minh


Nếu 
[image: image1008.wmf]e

 là ước của đơn vị thì 
[image: image1009.wmf](
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 Nhưng 
[image: image1011.wmf](
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 là một số tự nhiên, từ đó suy ra 
[image: image1012.wmf](
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Ngược lại, 
[image: image1013.wmf](
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 có nghĩa là 
[image: image1014.wmf].1
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 hay 
[image: image1015.wmf]e

 là một ước của 1. Mệnh đề đươợ chứng minh.


Nhờ mệnh đề trên ta có thể tìm được tập hợp tất cả các ước của đơn vị trong D.


Giả sử 
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 với 
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 cùng tính chẵn lẻ, là một phần tử của D. Theo mệnh đề trên, 
[image: image1018.wmf]e

 là ước của đơn vị khi và chỉ khi:
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[image: image1020.wmf]22
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Nhưng phương trình chỉ có các nghiệm nguyên là:


[image: image1021.wmf]a2,b0
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 và 
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Tương ứng, ta có 6 ước của đơn vị là:
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6.6. Định lí cơ bản của số học trong vành D

Trong vành D ta cũng có định lí chia có dư và các tính chất tương tự như trong vành các số nguyên 
[image: image1024.wmf].
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Định lí chia có dư

Giả sử 
[image: image1025.wmf],D,0.
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 Khi đó tồn tại 
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sao cho:
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với 
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Chứng minh


Vì 
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 Có hai trường hợp:

- Trường hợp thứ nhất. 
[image: image1034.wmf]ab
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 với 
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 cùng tính chẵn lẻ.


Khi đó:
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và ta có
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- Trường hợp này 
[image: image1038.wmf]0
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 thoả mãn điều kiện 
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Trường hợp ngược lại, 
[image: image1040.wmf]x,y
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 và một trong hai số x hoặc y không có dạng 
[image: image1041.wmf]m
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[image: image1042.wmf]m,

Î

¢

m lẻ. Không mất tính tổng quát, giả sử x không có dạng như vậy. Khi đó tồn tại số nguyên a và b sao cho:
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Đặt 
[image: image1044.wmf]yab3
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Khi đó 
[image: image1048.wmf](
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Nhưng 

[image: image1049.wmf](
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Do đó:
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Vậy 
[image: image1051.wmf](
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 Định lí được chứng minh.


Định lí

Vành D là một vành Euclid và do đó là một vành chính.

Thật vậy, ta đã biết D là một miền nguyên. Từ định lí chia có dư và mệnh đề 1 mục 6.5. ta suy ra ánh xạ:


[image: image1052.wmf](
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là một ánh xạ Euclid.

Hệ quả. (Định lí cơ bản của số học trong vành D)


Mọi phần tử khác 0 và khác ước của đơn vị trong D đều phân tích được thành tích các phần tử bất khả quy và sự phân tích đó là duy nhất nếu không kể đến sự sai khác một thừa số là ước của đơn vị và thứ tự của các thừa số.


Trong vành D ta cũng có khái niệm ước chung lớn nhất của hai phần tử không đồng thời bằng 0, khái niệm nguyên tố cùng nhau và các tính chất chia hết giống như trong vành các số nguyên 
[image: image1053.wmf].
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Chú ý. Trong mục 6.2. ta đã nêu một phản ví dụ:

[image: image1054.wmf](
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cho thấy số 4 có sự phân tích không duy nhất thành tích các phần tử bất khả quy trong vành các số dạng 
[image: image1055.wmf]ab3
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 Tuy nhiên, trong vành D ta có 
[image: image1057.wmf]1

13

2

+-

e=

 và 
[image: image1058.wmf]2

13

2

--

e=

 là các ước của đơn vị. Như vậy, 
[image: image1059.wmf]12
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 do đó sự phân tích 4 = 2.2 và 
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 chỉ sai khác nhau một nhân tử 
[image: image1061.wmf]12
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là ước của đơn vị. Điều đó không mâu thuẫn với định lí cơ bản của số học trong vành D.
6.7. Chứng minh bổ đề Euler

Trước hết, ta thấy trong phép chứng minh định lí Fermat với n = 3, bổ đề 5.1. được áp dụng đối với các số hạng 
[image: image1062.wmf]22
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 ƯCLN(a, b) = 1 và a, b không cùng tính chẵn lẻ. Vì vậy, ta có thể phát biểu lại bổ đề này như sau:

Bổ đề (Euler)


Giả sử a, b là hai số nguyên, nguyên tố cùng nhau, không cùng tính chẵn lẻ, sao cho 
[image: image1064.wmf]22
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 là một lập phương. Khi đó tồn tại các số nguyên s, t sao cho:
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Chứng minh


Đồng nhất thức:
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là sự phân tích của 
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 thành tích của hai nhân tử trong vành D.


Trước hết, ta chứng minh 
[image: image1068.wmf]ab3

+-

 và 
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 là nguyên tố cùng nhau (trong vành D). Thật vậy, giả sử 
[image: image1070.wmf]D
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là một ước chung của chúng, thì 
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 cũng là ước của:
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Do đó 
[image: image1074.wmf](
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[image: image1075.wmf](
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[image: image1077.wmf]¢

). Nhưng ƯCLN(a, b) = 1 nên từ đó suy ra 
[image: image1078.wmf](
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là ước của 4. (Trong trường hợp ngược lại dễ thấy a, b phải có một ước nguyên tố chung).


Nếu 
[image: image1079.wmf](
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[image: image1081.wmf]2
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 là một ước của đơn vị trong D. Vì 
[image: image1082.wmf]2
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 là một ước của 
[image: image1083.wmf]ab3,
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 nên suy ra 2 cũng là một ước của số này. Nói cách khác, 
[image: image1084.wmf]ab3
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[image: image1085.wmf]a,b,
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 a, b không cùng tính chẵn lẻ. Điều này mâu thuẫn với định nghĩa của tập hợp D.

Vậy phải có 
[image: image1086.wmf](
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 hay 
[image: image1087.wmf]d

 là một ước của đơn vị. Như vậy, mọi ước chung của 
[image: image1088.wmf]ab3

+-

 và 
[image: image1089.wmf]ab3
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 đều là ước của đơn vị, hay hai số này nguyên tố cùng nhau.


Vì trong vành D có định lí cơ bản của số học, nên bổ đề 2.1. cũng đúng trong D. Từ đó suy ra, nếu 
[image: image1090.wmf]22
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 là một lập phương thì 
[image: image1091.wmf]ab3
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 cũng là một lập phương trong D. Theo giả thiết, tồn tại 
[image: image1092.wmf]D
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 sao cho 
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Nếu 
[image: image1094.wmf]st3
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[image: image1095.wmf]s,t,
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 thì theo lập luận ở mục 6.1. từ đẳng thức 
[image: image1096.wmf](
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Trong trường hợp ngược lại, 
[image: image1098.wmf]kj3
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[image: image1099.wmf]k,j,

Î

¢

k, j cùng lẻ. Chú ý rằng hai ước của đơn vị trong D là:


[image: image1100.wmf]1
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là hai căn nguyên thuỷ bậc 3 của 1, nghĩa là 
[image: image1102.wmf]33

12

1.

e=e=



Do đó từ đẳng thức: 
[image: image1103.wmf]223
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Ta chứng minh rằng một trong hai số 
[image: image1105.wmf]1122
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Thật vậy,

[image: image1108.wmf](
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Với k và j là hai số nguyên lẻ, thì có các trường hợp sau:


- k và j cùng có dạng 4m + 1 hoặc 4m + 3. Khi đó k + 3j và k – j đều chia hết cho 4, do đó 
[image: image1109.wmf]1
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 với 
[image: image1110.wmf]s,t.
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- Một trong hai số k hoặc j có dạng 4m + 1, còn số kia có dạng 4m + 3. Khi đó 3j – k và k + j đều chia hết cho 4, do đó 
[image: image1111.wmf]2
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Thay 
[image: image1113.wmf]g

 bởi 
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 tuỳ theo từng trường hợp và lặp lại lí luận ở mục 6.1. ta nhận được 
[image: image1116.wmf](
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 Bổ đề được chứng minh.

Chú ý.

Qua phép chứng minh định lí Fermat với n = 3, ta thấy việc giải bài toán Fermat dẫn đến sự nghiên cứu các tính chất số học của vành “các số nguyên” của các trường số dạng 
[image: image1118.wmf](
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 Sự kiện quan trọng mà ta mong đợi là định lí cơ bản của số học trong các vành này. Tuy nhiên, dễ chỉ ra những phản ví dụ cho thấy định lí cơ bản của số học không phải luôn luôn đúng đắn trong các vành đó. Chẳng hạn, “vành các số nguyên” của trường 
[image: image1119.wmf](
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 là tập hợp các phần tử dạng 
[image: image1120.wmf]ab5

+-

 với 
[image: image1121.wmf]a,b
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 và trong vành này sự phân tích một số thành tích các phần tử bất khả quy không duy nhất. Ví dụ ta có sự phân tích:

[image: image1122.wmf](
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trong đó 3, 7, 
[image: image1123.wmf]125,125

+---

 là những phần tử bất khả quy và không liên kết với nhau (không sai khác nhau một phần tử là ước của đơn vị).


Để khôi phục định lí cơ bản của số học trong các vành như vậy, nhà Toán học người Đức Kummer đã đưa ra khái niệm “số iđêan” (số lí tưởng). Khái niệm này đã gợi ý cho Dedekind đưa ra khái niệm iđêan trong Đại số.


Kummer đã giải được bài toán Fermat với một lớp rất rộng các mũ n = p, trong đó p là số nguyên tố chính quy (số nguyên tố lẻ được gọi là chính quy nếu p2 không chia hết cho số nào trong các số 
[image: image1124.wmf](
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 với k = 2, 4,..., p – 3).

BÀI TẬP CHƯƠNG III

1. 
Tìm tất cả các bộ ba Pythagore (x, y, z) nguyên thuỷ với

a)
x < 30


b)
z < 30.

2.
Chứng minh rằng nếu (x, y, z) là một bộ ba Pythagore thì

a)
Có ít nhất một trong hai số x, y chia hết cho 3


b)
Có ít nhất một trong ba số x, y, z chia hết cho 5


c)
xy chia hết cho 12, xyz chia hết cho 60.
3.
Tìm tất cả các bộ ba Pythagore x, y, z cho:


a)
x, y, z là một cấp số cộng


b)
x, y, z là một cấp số nhân.

4.
Chứng minh rằng phương trình x2 + y2 = z4 có vô số nghiệm nguyên thuỷ.
5.
Giải phương trình sau:

a)
x2 + 4y2 = z2

b)
x2 + 3y2 = z2
6.
Giải các phương trình sau:

a)
x2 + y2 = 8z2

b)
x2 + y2 = 6z2

c)
x2 + y2 = 12z2

d)
x2 + y2 = 18z2.

7.
Chứng minh rằng các nghiệm nguyên thuỷ của phương trình:
x2 + 2y2 = z2
là 
[image: image1125.wmf](
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ở đây a, b là hai số nguyên dương, nguyên tố cùng nhau và a là số lẻ, dấu cộng trừ trong biểu thức xác định x phụ thuộc vào giá trị của a2 – 2b2 để bào đảm x luôn dương.

Phép chứng minh có thể thực hiện theo các bước sau:

+ Nếu (x, y, z) là một nghiệm nguyên thuỷ của phương trình thì (x, y, z) đôi một nguyên tố cùng nhau.

+ x, z phải là những số lẻ và ước chung lớn nhất của x + z và x – z bằng 2.

+ x + z và 
[image: image1126.wmf]zx
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 hoặc x – z và 
[image: image1127.wmf]zx
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 nguyên tố cùng nhau.

+ Áp dụng bổ đề 2.1. đối với đẳng thức:


[image: image1128.wmf](
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hoặc



[image: image1129.wmf](
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8.
Chứng minh rằng phương trình 
[image: image1130.wmf]442

x2yz
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 không có nghiệm khác 0.

Có thể giải bài toán theo các bước sau:


+ Giả sử phương trình có nghiệm và 
[image: image1131.wmf](
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 là nghiệm nguyên thuỷ với 
[image: image1132.wmf]0
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 nhận giá trị nhỏ nhất.


+ Áp dụng kết quả bài 7 với 
[image: image1133.wmf](
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 để tìm được một nghiệm nguyên thuỷ 
[image: image1134.wmf](
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 của phương trình với 
[image: image1135.wmf]01

zz.

>


9.
Chứng minh rằng không có hai số nguyên dương nào mà tổng bình phương và hiệu bình phương của chúng đều là chính phương.
10.
Chứng minh rằng phương trình 
[image: image1136.wmf]442
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 không có nghiệm nguyên dương.
11.
Chứng minh rằng phương trình 
[image: image1137.wmf]222
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 có vô số nghiệm nguyên dương.
12.
Chứng minh rằng phương trình 
[image: image1138.wmf]332
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 có vô số nghiệm nguyên dương.
13.
Dựa vào đồng nhất thức 
[image: image1139.wmf](
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và bài tập 17 chương II, chứng minh rằng phương trình: 
[image: image1140.wmf]234
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 có vô số nghiệm nguyên dương.
14.
Chứng minh rằng phương trình: 
[image: image1141.wmf]222

x2y4z
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 không có nghiệm nguyên dương.
BÀI TẬP NGHIÊN CỨU


Hãy nghiên cứu về vành các số nguyên Gauss:


[image: image1142.wmf][
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Theo các bước sau:


+) Chứng minh rằng 
[image: image1143.wmf][
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 là một vành với phép cộng và nhân các số phức.

+) Sử dụng khái niệm chuẩn của phần tử 
[image: image1144.wmf]abi
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[image: image1145.wmf](
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để chứng minh rằng 
[image: image1146.wmf][
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 là một vành Euclid.


+) Tìm tập hợp các ước của đơn vị của 
[image: image1147.wmf][
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+) Tìm tập hợp các số nguyên tố Gauss.

LỜI GIẢI - HƯỚNG DẪN – ĐÁP SỐ

CHƯƠNG I

1.
Đáp số

a)
x = 6 – 7t – 54k; y = -4 + 5t + 36k; z = k; 
[image: image1148.wmf]t,k
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b)
x = t; y = -5 – 4t + 11k; z = -5 – 4t + 10k; 
[image: image1149.wmf]t,k
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3.
Hướng dẫn

a)

[image: image1150.wmf]73x105y673u32y6
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 và u = x – y
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 và v = 2u – y 
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 và s = 3v + u
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b)

[image: image1155.wmf]140x63y9114x63u91
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 và u = 2x + y
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 và v = x + 4u
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4.
a)
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Nghiệm là: 
[image: image1164.wmf](
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b)
Đáp số: 
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a)
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b)
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6.
HD: Giả sử n là số phải tìm. Ta có:


n = 5x + 1 = 7y + 3 = 9z + 6


Từ 7y + 3 = 9z + 6 
[image: image1169.wmf]y39t
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5x + 1 = 7y + 3 
[image: image1170.wmf](
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Lấy u = 9 ta được x = -8 suy ra n = 5.(-8) + 1 = -39.

7.
HD: 
x = 13y + 4 = 17z + 9. Giải phương trình:



13y + 4 = 17z + 9


ta được: y = 3 + 17t; z = 2 + 13t với 
[image: image1171.wmf]t.
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 Từ đó suy ra:




x = 43 + 221t, 
[image: image1172.wmf]t.
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8.
HD:
x = 11y; 2x + 3 = 25z
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10.
a)
Vì ƯCLN(12, 19) = 1 nên phương trình có nghiệm với mọi m.
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Vậy nghiệm là: 
[image: image1175.wmf](
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b)
ƯCLN(21, 36) = 1 
[image: image1176.wmf]Þ

 phương trình có nghiệm khi và chỉ khi:
3 là ước của 2m + 5 và m = 3q + 2.



Giải phương trình: 7x + 12y = 2q + 3 ta được:


[image: image1177.wmf](
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 với m = 3q + 2, 
[image: image1178.wmf]t
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11.
Giả sử 
[image: image1179.wmf](
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là một nghiệm của phương trình. Ta có:

[image: image1180.wmf]00
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Từ đó và giả thiết ƯCLN(a, b) = 1, suy ra 
[image: image1181.wmf]00
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Đặt: 
[image: image1182.wmf]00
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 ta được: abk + bat = ab hay k + t = 1; k = 1 – t.

Vậy 
[image: image1183.wmf](
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Ngược lại, mỗi cặp (b(1 – t), at) với 
[image: image1185.wmf]t
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 đều là nghiệm của phương trình.

12.
a)
Giả sử 
[image: image1186.wmf](
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Đặt 
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Nếu 
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Từ 
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suy ra 
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Với 
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Vậy phương trình có hai nghiệm là: (0, 0) và (2, 2).


b)
HD. Giả sử 
[image: image1198.wmf](
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Đặt 
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Từ 
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Đáp số: Phương trình có 6 nghiệm nguyên dương là:

(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1).

13.
a)
Theo công thức nghiệm 
[image: image1204.wmf]00
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Vậy cùng lắm chỉ có hữu hạn số nguyên t thoả mãn.

b)
Nếu 
[image: image1207.wmf](
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 là một nghiệm nguyên dương của phương trình thì 
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Vậy phương trình có vô hạn nghiệm nguyên dương.

14.
Theo bài 13 phương trình ax – by = c có nghiệm nguyên dương. Giả sử u, v là hai số nguyên dương, mà au – bv = c. Từ đó suy ra: 
[image: image1210.wmf]uvc
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 Vậy tồn tại số nguyên dương t sao cho: 
[image: image1211.wmf]vu
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Đặt x = u – bt; y = at – v thì ax + by = a(u – bt) + b(at – v) = au – bv = c và x > 0, y > 0.

15.
Từ 
[image: image1212.wmf](
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 suy ra c + a + b > ab. Vậy phương trình ax + by = c + a + b có nghiệm nguyên dương. Suy ra phương trình ax + by = c có nghiệm nguyên không âm.
CHƯƠNG II

1.
a)
Ta thấy với y = 3 thì 1 + 11y2 = 100 là một chính phương.
Phương trình có một nghiệm là: (10, 3). Theo công thức (2) ta được một tập nghiệm của phương trình là:


[image: image1213.wmf]22

n1nn

n1nn

11

xx11y

y2xy,n1

x10,y3

+

+

ì

=+

ï

=³

í

ï

==

î



b)
Đáp số:
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c)
Đáp số:
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n1nn

n1nn

11

xx6y

y2xy

x5,y2

+

+

ì

=+

ï

=

í

ï

==

î




2.
Nghiệm nhỏ nhất của phương trình là 
[image: image1216.wmf]11
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 Ta được một tập nghiệm là:
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Một số giá trị đầu tiên của dãy 
[image: image1218.wmf](
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 trên là: (2, 1), (7, 4), (97, 28),...


Nghiệm (26, 15) của phương trình không thuộc tập nghiệm trên.

3.
a)
Nghiệm nhỏ nhất là 
[image: image1219.wmf]11
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 Tập hợp các nghiệm của phương trình là:
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Hay
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5 nghiệm nguyên dương đầu tiên là:

(3, 1), (17, 6), (69, 35), (487, 174), (2853, 1009).


b)
Nghiệm nhỏ nhất là 
[image: image1222.wmf]11
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 Tập hợp nghiệm là:
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Hay







[image: image1224.wmf]11
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5 nghiệm nguyên dương đầu tiên là:

(33, 8), (2177, 528), (143649, 34840), (9478657, 2298912), (625447713, 151693352).

4.
a)
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Vậy nghiệm nhỏ nhất của phương trình là x = 170, y = 39. Tập hợp nghiệm là:
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b)

[image: image1231.wmf](
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Vậy nghiệm nhỏ nhất của phương trình là: x = 55, y = 12.


Tập hợp nghiệm là:
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5.
a)
Nghiệm nhỏ nhất của phương trình x2 – 8y2 = 1 là (3, 1).


Xét hệ:








[image: image1237.wmf]2
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Rõ ràng hệ này không có nghiệm nguyên dương. Vậy phương trình đã cho vô nghiệm.


b)
Nghiệm nhỏ nhất của phương trình x2 – 17y2 = 1 là (33, 8).



Xét hệ:
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Hệ có nghiệm y = 1, x = 4. Vậy nghiệm nhỏ nhất của phương trình đã cho là: (4, 10).



Tập hợp nghiệm là:
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c)
Nghiệm nhỏ nhất của phương trình: x2 – 19y2 = 1 là: x = 170, y = 39.


Xét hệ:








[image: image1240.wmf]2

1701

y

38

39

x

2y

±

ì

=

ï

ï

í

ï

=

ï

î




Hệ này không có nghiệm nguyên. Vậy phương trình vô nghiệm.


d)
Nghiệm nhỏ nhất của phương trình x2 – 21y2 = 1 là: (55, 12).


Xét hệ:
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Hệ này không có nghiệm nguyên. Vậy phương trình vô nghiệm.

6.
Theo công thức (10) chương II các nghiệm của phương trình x2 – dy2 = -1 được xác định bởi công thức:
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(*)
ở đây 
[image: image1243.wmf](
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 là nghiệm nhỏ nhất của phương trình x2 – dy2 = -1, còn 
[image: image1244.wmf](
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 chạy qua tất cả các nghiệm của phương trình x2 – dy2 = 1.
Mặt khác, nếu 
[image: image1245.wmf](
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là  nghiệm nhỏ nhất của phương trình x2 – dy2 = 1 thì 
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 được xác định bởi hệ thức truy hồi:
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Thay 
[image: image1248.wmf]nn
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 vào hệ thức (*) ta được:
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Vậy ta có hệ thức truy hồi xác định nghiệm của phương trình Pell loại 2 là:


[image: image1251.wmf]n1n11n1

n1n11n1

xuxdvy

,n2

yuyvx

 

--

--

=+

ì

³

í

=+

î


với 
[image: image1252.wmf](
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 là nghiệm nhỏ nhất của phương trình Pell loại 1 còn 
[image: image1253.wmf](
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 là nghiệm nhỏ nhất của phương trình Pell loại 2.

7.
Lập luận như ở mục 3.7. ta thấy điều kiện cần và đủ để phương trình Pell loại 2 có nghiệm là một trong hai số 
[image: image1254.wmf]u1
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 là chính phương. Nhưng nếu 
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 là chính phương thì cặp (x, y) xác định bởi hệ:
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không là nghiệm của phương trình Pell loại 2 vì:
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(vì u2 – dv2 = 1).


Từ đó suy ra điều phải chứng minh.

8.
Dễ thấy:
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Vậy 
[image: image1261.wmf](
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Hai giản phân đầu tiên của liên phân số này là:
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Ta có:
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Vậy 
[image: image1264.wmf](
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 tương ứng là nghiệm nhỏ nhất của phương trình:
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9.
a)
Nghiệm nhỏ nhất của phương trình: x2 – 8y2 = 1 là (3, 1). Nghiệm cơ bản (x, y) của phương trình: x2 – 8y2 = 4 phải thoả mãn điều kiện 
[image: image1267.wmf]2
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Thử với y = 1, 2 ta được một nghiệm cơ bản là (6, 2). Tập hợp các nghiệm của phương trình là:
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Chú ý. Phương trình còn có nghiệm tầm thường là (2, 0) và (-2, 0).


b)
Lập luận như câu a) ta thấy phương trình chỉ có nghiệm tầm thường là (0, 1), (0, -1).

c)
Nghiệm nhỏ nhất của phương trình x2 – 11y2 = 1 là (10, 3).


Nghiệm cơ bản (x, y) phải thoả mãn điều kiện:


[image: image1270.wmf]5.100
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Thử với y = 1, 2, 3, 4, 5, 6 ta được một nghiệm cơ bản là (7, 2). Tập hợp nghiệm của phương trình là:
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d)
Nghiệm nhỏ nhất của phương trình x2 – 3y2 = 1 là (2, 1). Nghiệm cơ bản của phương trình x2 – 3y2 = 22 thoả mãn:
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Thử với y = 1, 2, 3, 4 ta được hai nghiệm cơ bản là: (5, 1) và (7, 3). Tập hợp nghiệm của phương trình là:
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 và 
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10.
a)
Nghiệm nhỏ nhất của phương trình x2 – 65y2 = -1 là (8, 1). Theo bổ đề 3.5. nghiệm nhỏ nhất (u, v) của phương trình u2 – 65v2 = 1 xác định bởi hệ thức:

[image: image1277.wmf]2
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b)
Nghiệm nhỏ nhất của phương trình x2 – 82y2 = -1 là (9, 1).


Vậy nghiệm nhỏ nhất (u, v) của phương trình u2 – 82v2 = 1 là:
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11.
Nếu  có 
[image: image1279.wmf]00

x,y

Î

¢

 sao cho: 
[image: image1280.wmf]22

00

x2yp,

-=

 thì 
[image: image1281.wmf]0

x

 phải là một số lẻ. Khi đó 
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+ Nếu 
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12.
a)
Nếu m = n2 thì m + 1 = n2 + 1, vì n2 < n2 + 1 < (n + 1)2 nghĩa là n2 + 1 nằm giữa hai chính phương liên tiếp nên nó không là chính phương.

b)
m, 2m + 2 cũng là chính phương 
[image: image1289.wmf]2
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2m + 2 = x2 
[image: image1290.wmf]Û

 (x, y) là nghiệm của phương trình x2 – 2y2 = 2


phương trình này có vô số nghiệm, xác định bởi hệ thức:
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Vậy có vô số số m mà m và 2(m + 1) là chính phương. Một vài giá trị ban đầu của 
[image: image1292.wmf](
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(2, 1), (10, 7), (58, 41), (338, 239),...


Tương ứng số m là: 1, 49, 1681, 57121,...

14.
Nếu tổng của n số tự nhiên là một số chính phương thì tồn tại 
[image: image1293.wmf]m
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Phương trình x2 – 8y2 = 1 có tập hợp nghiệm là:
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Dãy 
[image: image1296.wmf]k
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 là: 3, 17, 99, 577,...


Dãy số n là: 1, 8, 49, 288,...

15.
Tập hợp nghiệm của phương trình x2 – 2y2 = 1 là:

[image: image1297.wmf]11
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Các giá trị đầu tiên của dãy 
[image: image1298.wmf](
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 là: (3, 2), (17, 12), (99, 70), (577, 408),...


Vậy nghiệm thoả mãn điều kiện 80 < x < 120 là (99, 70).

16.
Đặt x = u + 2v, y = u + 3v 
[image: image1299.wmf]Û

 u = 3x – 2y, v = y – x.

Khi đó phương trình 3x2 – 2y2 = 1 trở thành u2 – 6v2 = 1.


Nghiệm nhỏ nhất là: (5, 2). Tập hợp nghiệm là:


[image: image1300.wmf]11
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Với mỗi cặp giá trị 
[image: image1301.wmf](
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 ta được một nghiệm của phương trình là: 
[image: image1302.wmf](

)

nn

x,y

 với 
[image: image1303.wmf]nnnnnn
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 Một vài giá trị đầu tiên của 
[image: image1304.wmf](
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: (5, 2), (49, 20), (495, 198). Các giá trị 
[image: image1305.wmf](
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 tương ứng: (9, 11), (89, 109), (891, 1089).

17.

[image: image1306.wmf](
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Phương trình 
[image: image1307.wmf]22
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có tập nghiệm là:
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Tương tự ta được dãy nghiệm 
[image: image1309.wmf](
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 của phương trình đã cho với 
[image: image1310.wmf]n
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 (chú ý 
[image: image1311.wmf]n
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luôn là một số lẻ), 
[image: image1312.wmf]nn
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18.
Vì ƯCLN(2m + 1, 3m + 1) = 1 nên 2m + 1 và 3m + 1 là chính phương khi và chỉ khi 
[image: image1313.wmf](
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 là chính phương.

Nghĩa là tồn tại 
[image: image1314.wmf]y
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 sao cho 
[image: image1315.wmf](
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Phương trình x2 – 24y2 = 1 có tập nghiệm là:


[image: image1316.wmf]11
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Với 
[image: image1317.wmf](
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[image: image1318.wmf]n
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Từ công thức trên ta thấy 
[image: image1319.wmf](
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Do đó:

[image: image1320.wmf](
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Vì 
[image: image1321.wmf]1
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 nên từ kết quả trên suy ra 
[image: image1322.wmf](
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 với mọi k = 1, 2, ...


Vậy ta được tập các số tự nhiên thoả mãn điều kiện đầu bài là:


[image: image1323.wmf]2k1
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Một vài giá trị đầu tiên của dãy 
[image: image1324.wmf]2k1

m
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 là: 0, 40, 3960,...

19.

[image: image1325.wmf](
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Phương trình 
[image: image1326.wmf]22
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 có nghiệm nhỏ nhất là (7, 2).


Nghiệm cơ bản (u, v) của phương trình 
[image: image1327.wmf]22
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[image: image1328.wmf]2
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hay
 v < 4. Thử với y = 1, 2, 3 ta được nghiệm cơ bản là: (3, 1).


Vậy nghiệm của phương trình 
[image: image1329.wmf]22
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 là:
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Các nghiệm 
[image: image1331.wmf](
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 tương ứng của phương trình đã cho được xác định:
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Hệ thức truy hồi đối với dãy 
[image: image1333.wmf](
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20.

[image: image1335.wmf](
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 Phương trình 
[image: image1336.wmf]22
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 có nghiệm là:
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Ta thấy 
[image: image1338.wmf]n
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 chẵn 
[image: image1340.wmf]n2k.

Û=



Vậy phương trình đã cho có nghiệm là:


[image: image1341.wmf]2n2n
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CHƯƠNG III
1.
Các nghiệm nguyên thuỷ (x, y, z) của phương trình x2 + y2 = z2 có dạng x = 2mn, y = m2 – n2, z = m2 + n2 hoặc x = m2 – n2, y = 2mn, z = m2 + n2 với m > n khác tính chẵn lẻ và ƯCLN(m, n) = 1.

a)

[image: image1342.wmf]x30mn15

<Þ<

 có các trường hợp sau:
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[image: image1343.wmf]n1m2,4,6,8,10,12,14
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[image: image1344.wmf]n2m3,5,7
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[image: image1345.wmf]n3m4
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Vậy ta được các bộ ba Pythagore sau: (4, 3, 5), (3, 4, 5), (8, 15, 17), (15, 8, 17), (12, 35, 37), (16, 63, 65), (20, 99, 101), (24, 143, 145), (28, 195, 197), (12, 5, 13), (5, 12, 13), (20, 21, 29), (21, 20, 29), (28, 45, 53), (24, 7, 25), (7, 24, 25).


b)
z < 30; m2 + n2 < 30. Ta có các trường hợp sau:
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[image: image1346.wmf]n1m2,4
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[image: image1347.wmf]n2m3,5
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[image: image1348.wmf]n3m4
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Ta được các bộ ba (x, y, z) sau: (4, 3, 5), (3, 4, 5), (8, 15, 17), (15, 8, 17), (12, 5, 13), (5, 12, 13), (20, 21, 29), (21, 20, 29), (7, 24, 25), (24, 7, 25).

2.
a)
x = 2mn, y = m2 – n2. Nếu một trong hai số m hoặc n chia hết cho 3 thì x chia hết cho 3. Ngược lại, thì m2 và n2 đều đồng dư với 1 theo mod 3 nên y chia hết cho 3.

b)
x = 2mn, y = m2 – n2, z = m2 + n2. Nếu một trong hai số m hoặc n chia hết cho 5 thì x chia hết cho 5. Ngược lại, thì m2 và m2 chỉ có một trong hai dạng 5k + 4 hoặc 5k + 1. Nếu m2, n2 có cùng một trong hai dạng trên thì m2 – n2 chia hết cho 5, ngược lại m2 + n2 chia hết cho 5.


c)
xy = (m – n)(m + n)2mn. Trong 3 số m – n, m + n, 2mn phải có một số chia hết cho 3, và vì m, n khác tính chẵn lẻ nên 2mn chia hết cho 4. Vậy xy chia hết cho 12. Theo câu b) xyz chia hết cho 5. Vậy xyz chia hết cho 60.
3.
a)
Để (x, y, z) lập thành một cấp số cộng thì 
[image: image1349.wmf]xz
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Nếu x = 2mn, y = m2 – n2, z = m2 + n2 thì 
[image: image1350.wmf]xz
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 suy ra:


[image: image1351.wmf](
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 cùng tính chẵn lẻ. Vô nghiệm.
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Nếu x = m2 – n2, y = 2mn, z = m2 + n2 thì 
[image: image1352.wmf]2
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Điều kiện ƯCLN(m, n) = 1 cho ta n = 1, m = 2. Vậy bộ ba Pythagore nguyên thuỷ duy nhất lập thành một cấp số cộng là: (3, 4, 5). Tất cả các bộ ba Pythagore lập thành một cấp số cộng là: (3d, 4d, 5d), 
[image: image1353.wmf]*
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b)
Để (x, y, z) lập thành một cấp số nhân thì 
[image: image1354.wmf]yxz
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Nếu x = 2mn, y = m2 – n2, z = m2 + n2 thì từ 
[image: image1355.wmf]yxz
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 suy ra:


[image: image1356.wmf](
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[image: image1358.wmf](
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Vì m, n khác tính chẵn lẻ nên vế trái là một số lẻ, đẳng thức trên không xảy ra.


+
Nếu x = m2 – n2, y = 2mn, z = m2 + n2 thì:


[image: image1359.wmf]442244
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Đẳng thức này cũng không xảy ra vì vế trái chẵn và vế phải lẻ.

4.
Ta biết phương trình: x2 + y2 = u2 có vô số nghiệm nguyên thuỷ dạng: x = 2mn, y = m2 – n2, z = m2 + n2 với m > n, khác tính chẵn lẻ và ƯCLN(m, n) = 1.

Mặt khác phương trình m2 + n2 = z2 cũng có vô số nghiệm nguyên thuỷ dạng:

m = 2kh, n = k2 – h2, z = k2 + h2
với k > h, khác tính chẵn lẻ, ƯCLN(k, h) = 1.


Từ đó suy ra phương trình x2 + y2 = z4 có vô số nghiệm nguyên thuỷ.


Chẳng hạn:


+
Với h = 1, k = 2 
[image: image1360.wmf]Þ

 m = 4, n = 3 
[image: image1361.wmf]Þ

 x = 24, y = 7, z = 5


+
Với h = 1, k = 4 
[image: image1362.wmf]Þ

 m = 8, n = 15 
[image: image1363.wmf]Þ

 x = 240, y = 161, z = 17


+
Với h = 2, k = 3 
[image: image1364.wmf]Þ

 m = 12, n = 5 
[image: image1365.wmf]Þ

 x = 120, y = 119, z = 13


..............

5.
a)
Đặt u = 2y ta được phương trình x2 + u2 = z2. Phương trình này có nghiệm là:
x = 2mn, u = m2 – n2, z = m2 + n2


(1)
hoặc






x = m2 – n2, u = 2mn, z = m2 + n2


(2)

với m > n khác tính chẵn lẻ và ƯCLN(m, n) = 1.

Với trường hợp (2) ta được họ nghiệm của phương trình x2 + 4y2 = z2 là:

x = m2 – n2, u = 2mn, z = m2 + n2

Với trường hợp (1) ta lấy dãy nghiệm (2x, 2u, 2z) và được một họ nghiệm của phương trình đã cho là:
x = 4mn, u = m2 – n2, z = 2(m2 + n2)
ở đây 
[image: image1366.wmf]*
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 m > n, ƯCLN(m, n) = 1 và m + n lẻ.


b)
Giả sử (x, y, z) là một nghiệm nguyên thuỷ của phương trình x2 + 3y2 = z2. Từ ƯCLN(x, y, z) = 1 suy ra ƯCLN(x, y) = ƯCLN(x, z) = ƯCLN(y, z) = 1 (dễ chứng minh). Ta có: 3y2 = z2 – x2 = (z – x)(z + x). Vì ƯCLN(x, z) = 1 nên chỉ có hai trường hợp ƯCLN(z – x, z + x) = 1 hoặc ƯCLN(z – x, z + x) = 2.
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Trường hợp ƯCLN(z – x, z + x) = 1 
[image: image1367.wmf]Þ

 z và x không cùng tính chẵn lẻ và z – x hoặc z + x chia hết cho 3 nhưng không xảy ra đồng thời z – x và z + x chia hết cho 3 (vì từ đó dễ suy ra cả x và z đều chia hết cho 3). Từ 3y2 = (z – x)(z + x) suy ra hoặc z + x = 3a2 và z – x = b2 hoặc z + x = a2, z – x = 3b2 với 
[image: image1368.wmf]a,b,
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 a, b cùng lẻ, ƯCLN(a, b) = 1. Khi đó ta được nghiệm của phương trình là:

[image: image1369.wmf]22
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hoặc

[image: image1370.wmf]22
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+
Trường hợp ƯCLN(z – x, z + x) = 1 
[image: image1371.wmf]Þ

 x, z cùng tính chẵn lẻ.


Vì ƯCLN(x, y, z) = 1 nên khi đó x, z cùng lẻ, y chẵn.


Đặt 
[image: image1372.wmf]1
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 ta được 
[image: image1373.wmf](

)

(

)

2

1

12yzxzx.

=-+



Giả sử z – x chia hết cho 3. Ta viết:


[image: image1374.wmf]2
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Dễ thấy ƯCLN
[image: image1375.wmf]zxzx
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 (vì nếu d = ƯCLN
[image: image1376.wmf]zxzx
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 thì d là ước của z – x và z + x do đó d = 1 hoặc d = 2. Nhưng nếu d = 2 thì z – x và z + x chia hết cho 4, mâu thuẫn).


Vậy phải có 
[image: image1377.wmf]a,b;
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 ƯCLN(a, b) = 1; a, b khác tính chẵn lẻ.
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Tương tự về z + x chia hết cho 3 ta được nghiệm:

x = 3b2 – a2, y = 2ab, z = 3b2 + a2.

6.
a)
Nếu (x, y, z) là một nghiệm của phương trình x2 + y2 = 8z2 thì x, y phải cùng chẵn hoặc cùng lẻ. Nhưng x, y không thể cùng lẻ vì khi đó x2 + y2 không chia hết cho 4.

Đặt x = 2u, y = 2v ta được phương trình:

4u2 + 4v2 = 8z2 hay u2 + v2 = 2z2

Phương trình này có nghiệm là:

u = (m + n)2 – 2n2
v = (m + n)2 – 2m2
z = m2 + n2
với m > n khác tính chẵn lẻ, ƯCLN(m, n) = 1.


Khi đó phương trình đã cho có nghiệm là:

x = 2(m + n)2 – 4n2, y = 2(m + n)2 – 4m2, z = m2 + n2.


Một vài giá trị ban đầu của x, y, z là:

n = 1, m = 2 
[image: image1379.wmf]Þ

 x = 14, y = 2, z = 5.


b)
Giả sử (x, y, z) là một nghiệm của phương trình x2 + y2 = 6z2 và ƯCLN(x, y, z) = 1. Khi đó x2 + y2 chia hết cho 3, do đó cả x và y đều chia hết cho 3. Đặt x = 3k, y = 3h. Ta được: 9k2 + 9h2 = 6z2 hay 3(k2 + h2) = 2z2 suy ra z cũng chia hết cho 3. Vậy phương trình vô nghiệm.

c)
x2 + y2 = 12z2 
[image: image1380.wmf]Þ

 x2 + y2 = 3u2 với u = 2z.


Lập luận như bài b) ta thấy phương trình vô nghiệm.


d)
Nếu (x, y, z) là một nghiệm của phương trình x2 + y2 = 18z2 thì x và y phải chia hết cho 3. Đặt x = 3u, y = 3v ta được phương trình u2 + v2 = 2z2. Phương trình này có nghiệm là:

u = (m + n)2 – 2n2, y = (m + n)2 – 2m2, z = m2 + n2

Do đó phương trình đã cho có nghiệm là:

u = 3(m + n)2 – 6n2, y = 3(m + n)2 – 6m2, z = m2 + n2

Với m > n khác tính chẵn lẻ, ƯCLN(m, n) = 1.


Một vài giá trị của x, y, z:


+
n = 1, m = 2 
[image: image1381.wmf]Þ

 x = 21, y = 3, z = 5


+
n = 1, m = 4 
[image: image1382.wmf]Þ

 x = 69, y = 21, z = 17

7.
Ta tìm nghiệm nguyên thuỷ (x, y, z) của phương trình x2 + 2y2 = z2. Dễ thấy khi đó x và z phải là lẻ và:
2y2 = (z – x)(z + x)


Do x, z lẻ, ƯCLN(x, z) = 1 suy ra ƯCLN(z – x, z + x) = 2 và do đó hoặc 
[image: image1383.wmf]zx
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[image: image1384.wmf]zx
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Từ đó suy ra:

ƯCLN
[image: image1385.wmf]zx
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 hoặc ƯCLN
[image: image1386.wmf]zx
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Giả sử ƯCLN
[image: image1387.wmf]zx
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. Từ đẳng thức:


[image: image1388.wmf](
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suy ra z + x và 
[image: image1389.wmf]zx
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 đều là chính phương.


Đặt z + x = m2, z – x = 2n2 ở đây 
[image: image1390.wmf]*
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 n lẻ, m chẵn, m > n, ƯCLN(m, n) = 1.

Khi đó ta được nghiệm là:
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Tương tự, trường hợp ƯCLN
[image: image1392.wmf]zx
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 ta được 
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 m chẵn, n lẻ, ƯCLN(m, n) = 1 và 2n2 > m2. Khi đó:
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Đặt m = 2k ta được công thức nghiệm chung cho cả 2 trường hợp:
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ở đây n, k là hai số nguyên dương, n lẻ, ƯCLN(n, k) = 1.

8.
Giả sử 
[image: image1397.wmf](

)

000

x,y,z

 là một nghiệm nguyên thuỷ của phương trình x4 + 2y4 = z2 với z0 nhận giá trị nhỏ nhất. Khi đó 
[image: image1398.wmf](
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 là một nghiệm nguyên thuỷ của phương trình:
x2 + 2y2 = z2

Theo bài 7 tồn tại 
[image: image1399.wmf]*
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 a lẻ, ƯCLN(a, b) = 1 sao cho:
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Từ 
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0

y2ab

=

 suy ra y0 chẵn, 
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 chia hết cho 4, do đó b là một số chẵn (vì a lẻ). Đặt 
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Do ƯCLN(a, b) = 1 nên ƯCLN(a, b1) = 1. Vậy a và b1 là chính phương. Đặt a = m2 và b1 = n2 thì m lẻ, ƯCLN(m, 2n) = 1.


Từ 
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 do đó phải có: 
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 đều đồng dư với 1 theo mod 4). Vậy:
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Khi đó lại theo bài 7 tồn tại 
[image: image1412.wmf]*
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 p lẻ, ƯCLN(p, q) = 1 sao cho:
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Nhưng ƯCLN(p, q) = 1 nên từ n2 = pq suy ra: p = s2, q = r2 với 
[image: image1414.wmf]*
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 ƯCLN(s, r) = 1. Từ đó ta có:
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nghĩa là (s, r, m) cũng là một nghiệm nguyên thuỷ của phương trình x4 + 2y4 = z2, và rõ ràng m < z0.


Mâu thuẫn với giả thiết. Vậy phương trình không có nghiệm khác không.

9.
Giả sử phản chứng, gọi u, v là hai số tự nhiên sao cho: u2 + v2 là nhỏ nhất thoả mãn điều kiện đầu bài. Ta có:
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(*)

Khi đó ƯCLN(u, v) = 1 vì nếu ƯCLN(u, v) = d > 1, thì cũng có d \ p và d \ q và hai số 
[image: image1417.wmf]uv
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 cùng thoả mãn điều kiện đầu bài với: 
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Từ (*) suy ra: p2 + q2 = 2u2.


Điều này chứng tỏ p và q cùng tính chẵn lẻ. Đặt:
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 và x2 + y2 = u2.


Hơn nữa ƯCLN(x, y) = 1 (nếu d = ƯCLN(x, y) thì d2 \ u2 và d \ (x – y) = q nên d2 \ (u2 – q2) = v2 
[image: image1421.wmf]Þ

 d \ ƯCLN(u, v) = 1).


Như vậy, (x, y, u) là một bộ ba Pythagore nguyên thuỷ. Do đó tồn tại 
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m,n,

Î

¥

 m > n, khác tính chẵn lẻ, ƯCLN(m, n) = 1 sao cho:

x = 2mn, y = m2 – n2
hoặc









x = m2 – n2, y = 2mn.


Trong mọi trường hợp đều có xy = 2mn(m2 – n2). Mặt khác, từ (*) suy ra:
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Vậy:
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Dễ kiểm tra rằng ƯCLN
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 do đó đẳng thức trên chứng tỏ tồn tại 
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 để:

m = a2, n = b2, m2 – n2 = c2.

Lại do ƯCLN(m + n, m – n) = 1 nên từ (m + n)(m – n) = c2 suy ra tồn tại 
[image: image1428.wmf]*
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 để:

m + n = s2, m – n = t2.


Từ đó có:

a2 + b2 = s2, a2 – b2 = t

với a2 + b2 < u2 + v2. Mâu thuẫn.

(a2 + b2 = m + n < 2m 
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10.
Giả sử (x, y, z) là một nghiệm nguyên dương của phương trình x4 + y4 = z2 với ƯCLN(x, y) = 1. Khi đó ta có:
(x2 – y2)(x2 + y2) = z2

+
Nếu x, y có tính chẵn lẻ khác nhau, thì từ ƯCLN(x, y) = 1 suy ra ƯCLN(x2 – y2, x2 + y2) = 1 và đẳng thức trên chứng tỏ:

x2 – y2 = a2, x2 + y2 = b2

Điều này không xảy ra theo bài 9.


+
Nếu x, y cùng lẻ thì x2 + y2 = 2a, x2 – y2 = 2b. Từ đó suy ra: x2 = a + b, y2 = a – b và ƯCLN(a, b) = 1. Ta có:
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[image: image1431.wmf]22
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 Vậy:
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Điều này cũng không xảy ra theo bài 9.


Vậy phương trình đã cho không có nghiệm nguyên dương.

11.
Dễ thấy phương trình có nghiệm nguyên dương, chẳng hạn (2, 2, 2).

Nếu 
[image: image1433.wmf](
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 là một nghiệm thì 
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 cũng là một nghiệm của phương trình với mọi 
[image: image1435.wmf]*
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 Vậy phương trình có vô số nghiệm nguyên dương.

12.
Dễ thấy phương trình có nghiệm nguyên dương, chẳng hạn: (1, 2, 3). Nếu 
[image: image1436.wmf](
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 cũng là một nghiệm của phương trình với mọi 
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 Vậy phương trình có vô số nghiệm.
13.
Theo bài tập 17 chương II, có vô số cặp số nguyên dương (x, y) sao cho: x2 + x = 2y2, hay 
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 ta được: 
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14.
Giả sử phương trình x2 + 2y2 = 4z2 có nghiệm nguyên dương. Đặt 
[image: image1443.wmf](
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 nhận giá trị nhỏ nhất. Dễ chỉ ra được nghiệm 
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 của phương trình này mà 
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