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LOI NOI PAU

Bién soan b6 sdch nay cdc tde gid khong ¢6 y dinh vé chng
khéng thé mé téd mot cach hoan chinh va lien mach titng vdn
d2 ctia todn hoc, dé la nhiém vy cia sich gido khoa. Muc dich
ciie b6 séeh nay chi la khéu goi sy say mé cia ben doc d€ tit
dé tim hiéu thém veé todn hoc. Trong qué trinh tic day dén hoc,
tit hoc dén hi€w, ti hi€u dén dang va ti ding dén sing teo ddi
héi méi ngudi phdi tim toi, nang dong. Séch gido khoa chi cung
clp nhing diéu cot yéu, do vay dé hiéu diy di hon va sGu sdc
hon titng van dé, cén doc nhitng sach b8 khuyét.

B¢ sdach nay gom 6 tap :

e Tdt nhién trong nglu nhién ;

o Cdi da biét trong cai chita biét ;
® Khing dinh trong phit dinh ;

o Hiu han trong vé hen ;

H

o Dgqi luong khong ddi trong dai lugng bién déi ;

b

® Hinh tuong trong tritu tuong.

Céc tap sdch nay déc lap véi nhau, ké cdc cau chuyeén Ui tha
vé xdc sudt, phiong trinh, logic, giéi hgn, ham s6, biéu db,...

Sach phuc vy hoc sinh, gido vién phd théng va nhilng nguoi
yéu thich todn.
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Tap thu hai nay mang tén "Cdi da biét trong cdi chuu biét" gom
nhitng cau chuyén b8 ich, dé ban doc hiu dugc y nghia sdu sdc

ciia mot nhdnh todn hoc : phuwong trinh.

Nhan day xin edm on tién si Todn hoc Nguyén Huy Doan
da gop ¥, chinh xdc héa mét s6 ndi dung toan hoc ciia bdn thdo,
tién si Toan hoc Ha Huy Khodi da cho nhitng y kién b3 ich
dé hoan chinh bdn thio vi ki su VG Boi Tuyén di giip dd
chiing téi khi chudn bi bdn thdo ciia tdp sdch nay.

CAC TAC GIA
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1. KHAM PHA Bi MAT CUA '"VU AN CHIEC
VUONG MIEN"

O noi c6 kinh tuyén O di qua, ¢ mot ving rdt ndi tiéng
nam gitta ba chdu luc, dd la Dia Trung Hai, phia Bac Dia Trung
Hai ¢ mot ban dio hinh mai gidy dd la nudce Italia. Ti ban
dao nay nhin ra Dia Trung Hai ¢S hon dao 16n nhat Dia Trung
Hai, dd 1a dao Sisilia (Xixin). Thoi C6 Dai, ddo nay 1a mét quoc
gia, nay thudc Céng hoa Italia. Ddo Sisilia ¢d dién tich 25 700km?,
c6 ngon nii lita néi tiéng Etna cao 3 263m. Chinh hon dao nay
la qué huong cia cdc t3 chie mafia. Trén dio ¢S thanh Syracuse
(Xiraca) qué hudng cta mét trong cde nha todn hoc vi dai nhat
ciia moi thdi dai va chac chan la vl dai nhdt cua thai C6 Dai,
dd 1a Archimede (Acsimet) (287 - 212 trudc Cong nguyén).

Nam 241 truée C()ng nguyén,
d6i quan vién chinh La Ma da
chiém ddng toan bd dao Sisilia,
sau d¢ bi danh dudi. Dén nam
214 irudc Coéng nguyén, tudng
Marcellus cia La Ma lai dua
quan chifm dong dao nay.
Archiméde da cd nhiéu sang kién
giup vua Hieron (Héréng) bao
vé thanh Syracuse, chéng lai
quéan dich. Ong da dya vao cac
nghién citu ciia minh vé don bay
dé hudng din ché tao ra nhing
chiéc may phdng da khéng 16
cd thé phdng dugce cdc tang da
rat 16n va didu chinh d€ d4 lang
xa — gin, cdc moc cuc 1dn nha
hé théng rong roc kép cd thé ngoam chat vA nang tiu thuyén
cia dich 1én caoc réi dip xudng nudc cho v& tan, hodc dung

Archiméde
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nhitng chiée guong quay dude
trén ban 1é d€ hing danh nang
Mat Troi roi tadp trung hudng
vé dich phia xa lam tau thuyén
cia chdng bée chdy, ... Véi
nhiing vi khi 1gi hai nay quéan
dich da khiép s¢ dén nbi chung
chi trong thiy mét sgi day
thing hay mot doan gd trén
tuong d4 tudng la Archimeéde
dang quay nhing chigc méy
vé& phia mink, la hét th&t thanh
va bé chay thuc mang. Khi
quan La Ma d& hoan hén,
~ ’ ching méi hiéu ra ring, day
khong phai 13 sy triing phat cla Troi - D4t, ma chi 1a tri tus
cha moét nha khoa hoc. Tudng Marcellus da kinh hoing thét lén :
"Ching ta dang danh nhau v6i mot nha toan hoc !".

Nha vian Pluytac thoi Hi Lap ¢6 dai da vigt :"Khi quan La
Mi bat ddu nhing cudc tién cobng tit trén d4t lién ciing nhu
trén bién, nhidu ngudi Syracuse cho rang khd ed thé€ chéng lai
duge modt déi quan hiing manh nhu vdy. Archimede lién cho
mé& cdc may mdc va cdc vi khi do o6ng sang tao ra. Th& la
nhitng tang dd lén bay di véi téc d§ nhanh phi thudng, phat
ra nhitng tiéng dong khing khiép, téi tdp giing xudng ddu cac
doi quan di bang dudng bo. Cung lic dd cd nhitng thanh xa
nang udn cong gidng hinh chige sing khdng 16 duge phdng
phio dai ra, lién ti€p rui xudng tau dich, ... Tudng La Ma phai
ra lénh rit lui. Nhung bon xAm luge vin khong thoat khdi tai
hoa. Khi cdc doan tau dich chay gian dé&n cach khoang mot mii
tén bay thi 6ng gia Archiméde ra lénh mang dén tdm guong
sAu mat, cich tim gudng nay mot khoing, ong dat cdc tdm
guong khac nhé hon, quay trén cdc ban 16 va didu chinh cac
tdm guong hiing cdc tia sang cua Mat Troi. Cac tia sdng tit guong

6
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chidu ra da gAy nén nhitng dam chay khang khiép trén cédc con

tau. Doan tau bién thanh ddm tro tan, ...".

... "Marcellus ¥ lai vao vii khi nhiéu va t&i tan, lai cdy minh
thong minh, muu luge, nhung han da bat luc trufc sy chéng

"

d6 cua Archimeéde va nhiing vi khi dac biét cda 6ng, ..".

Vai nhitng va khi dac biét dd,
thanh Syracuse d4 c¢é thu duge hai
nam nhung cudi cung, dén mua thu
nim 212 trudc Cong nguyén, do bi
ndi phan, quin La Ma da bat ngo
chiém ducec thanh trong khi
Archimeéde dang mai mé suy nghi vé
mét so df vé trén cat. Khi bdng tén
linh La Mid ngi trén hinh vé cua
Archimeéde, o6ng lién kéu lén
"Khéng duge dung dén hinh tron cia
toi !". Ngay tdc thi modt midi kim
da zuyén qua é6ng gia to6i nghiép. Ong ngd xudng bén canh so
dé & tudi 75. '

Archiméde cé kha niang tap trung tu tudng rdt cao. Ngudi
doi da ké nhiéu chuyén rang, khi phai suy nghi vé mét vdn dé
gi dé thi éng ching con d€ ¥ gi dén xung quanh. Cau chuyén
dién hinh thudng dugc nhac dén la cdu chuyén vé "Vu an chiée
vuong mién".

Truyén thuyét k& ridng vua Hieron da cho thg kim hoan lam
mot chie vuong mién bing vang rong (vang nguyén chit) trong
dep tuyét vdi va nha vua rdt vita y. Nhung trong s6 cén thén
cha nha vua, nhitng ai da ting dich than st dugc vuong mién
déu cé cAm giac hét sdc ki la 12 hinh nhu né khéng phai dugc
jam bang vang rong.

Nhu meoi ngudi ciing biét, dua vao cam gidc ctua ban tay thi
c6 thé phan biét nhém va sit, vi cing mot thé tich thi sat
niang hon nhdm rédt nhiéu.

Bang 1-1 cho ti trong ctua mot s6 chédt thudng gap.



www.VNMATH.com

Bing 1-1
Chat Ti trong (g/cm’) & nhiét d6 binh thuong
1. Nuéc (H,0 ) 1,00
2. Nudc bién 1,03
3. Gb:
- Tung 0,6 - 0,8
- Mém 0,22 - 0,26
4. Dau hoa 0,8
5. Xang 0,899
6, Thay tinh 24 - 2,8
7. Thiy ngin (Hg) 13,6
8. Nhom (A - 2,7
9, Sat (Fe) 7.8
10. Déng (Cu) 8,9
11. Thié&c (Sn) 13,34
12: Bac (Ag) 10,56
13. Vang (Aw) 19,3

T bang 1-1 ching ta thdy, cing mét thé tich nhu nhau nhung
vang nang hon bac gidn 2 ldn, sit ning hon nhém hon 2 lan,

Cdc can than thudng di quen v6i vang, bac, do vay chi cdn
nhdc qua vuong mién 1& ho bigt ngay cd phai bang vang rong
hay khong. Nhung cdc can than lai khéng ddm ndi thang diéu
dd v4i nha vua, ho sg bi tram ddu nhu choi, nén ho chi ban

tdn "sau lung".

"Cai kim trong boc lau
ngay roi cing toi ra”, luoi
dam tiéu "sau lung" cudi
cing nha vua cing biét
duge. Nha vua tic 1am, lap
tic cho goi cac thg kim hoan
lai trach mang. Cac thg kim
hoin phan bua : vang ma

bé ha duva cho da lam vuong
mién hét, khéng tin cho
can tht ma xem thi meoi
viéc sé rd.
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Chiéc vuong mién da dudc can lén va trong lugng hoan toan
bing s6 vang nha vua da giao cho ho.

Lic d6 cac cin than hén via lén may, vi néu tho kim hoan
thanh thuc thi cdc can than sé bi mat chuc, tham chi phai
chém dau. Cho nén, cdc can than lai tham tdu : "Khd long cd
sy déi chac gi day, cdc thg kim hoan da lam ding trong lugng !".
Nha vua thdy cd li nhung van nda tin nia ngd. Thé la vua ha
lénh trong 3 ngay voi diéu kién khong duge phd héng vudng
mién, phai xdac minh su viéc nay.

Cac can than suy nghi méi, khong tim duge cach nao. Cudi
cling ¢6 ngudi nghi ra cach 1a nhd dén Archiméde vi 6ng dugc
coi 12 ngudi théng minh nhdt dao Sisilia lic dd, 12 niém tu hao
cia moi ngudi. Archiméde xin 1 tudn dé€ suy nghi. Dé&p lic nay
éng cling thdy khd xu. Ong cho ring, phai phd vuong mién dé
xem x6t, nhung lénh cia nha vua la khéng duge pha vuong
mién. Thé thi nhing diéu da bist tré thanh vo ich. Vay lam
sao d€ od thé tim edi da biét trong cdi chua biét day ? Ong
da phai thidc tring hai dém nhung vin chua tim duge cach gi
t6t hon. Via lic d6 thi vo éng khuyén 6ng nén di tdm cho
ngudi thoai mai.

Trén dudng di dén nha tam,
Archimede vin khong sao quén
duge ciu chuyén chiée vuong
mién, M6t tudn gén tréi qua.
Nhung khi éng budc vao bodn
tam thi nude bdn tung tde, con
khi 6ng ngéi vao bén tdm thi
nude tran ra ngoai. Cang ngap
sau thi éng cang cam thiy
trong lugng co thé cang nhe
di, tua hé nhu cd mét sic luc
thdn ki nao dd kéo 6ng lén
mat nude. Béng nhién trong
d4du nha théng thai nay lde 1én
mét tia sang. Thé la cdi nat
r6i 43 dugc thdo g8, hai véat
bang vang, bang bac ¢d trong
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luong nhu nhau sé c¢d thé€ tich khac nhau, néu nhing trong
nudc thi bi nuéde ddy lén theo hai luc khac nhau, do d6 chi cdn
lay mot trong lugng vang ding biang trong lugng chie vuong
mién roi cAn ca hai trong nudc la cd thé x4c dinh duge vugng
mién ¢d bi pha thém bac hay khéng.

Archiméde khong cdm long dude, lién nhay ra khdi bén tdm
vii tu th€ khda thin chay ra phd, hét tudng lén : "Eureka,
eureka !" (Ta da tim thdy réi, ta da tim thdy roi !).

Vay cai gi da lam cho Archiméde suéng dién lén nhu vay ?
Thi ra 6ng da od duge y tudng nhu sau : Cé thé do duge thé
tich cda vuong mién bing cach tha né vao bé nude, néu vudng
mién cd chdia bac (nhe hon vang) thi thé tich nudc tran ra sé
nhidu hon thé tich nudc do vuong mién chi bing vang rong
tran ra.

Tit'y tudng dd, vé sau Archimeéde da tiép tuc lam thi nghiém
va tim ra dish luat ndi ting mang tén 6ng (dinh luit thd nhat
cha thty tinh hoc) :

"Mét vat duge nhing trong chat léng thi bi chat léng dd ddy
1én theo phuong thing ddng, véi modt iue ding bang trong luong
cia th€ tich chat 1dng da bi vat chiém ché".

Nhung Archiméde da dya vao ¥ tudng d6 dé kham pha bi
mat vé "Vu an chiée vuong mién" nhu th€ naoc ? Trong cudn
"‘Bian vé kién truc” di ndi ro :

“Th& 1a Archimede dd thi vudng mién vao bén nuéc va bigt -
duge trong lugng cha nude tran ra nhidu hon trong luong nudc
do khgi vang rong 1am tran ra. Nhu vay 6ng da bist duge vuong
mién khong phai duge lam bing vang rong".

Khong cin ndi thém thi ai cing biét 14 cdc thg kim hoan
da bi triing phat dich dang. Thé nhung d€ lam chiéc vuong
mién nay, cdc the kim hoan dia ldy cdp bao nhiéu vang ?

Trude ldc tra 161 cdu héi nay, ching ta hiy xem xét mdt s6
vin dé vé todan hoc di.

10
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2. THE GIOI CUA CAC Ki HIEU PHEP TiNH
TOAN HOC

Ngay nay, ti 16p Mot, hoc sinh da bist mot s6 ki hiéu phép
tinh todn hoc nhu céng (4), tri (=), bang nhau (=), .. Nhung
nhan loai da phai mit hang nghin nam mdi c¢d duge cde ki higu
don gidn ma cdn thiét dd.

Trudce khi cd cdc ki hiéu phép tinh, ngudi ta da phai ding
165i, dung chit dé dién ta quan hé s6 lugng va hinh dang. Vi
du, d& dién tA (a + b) — ¢ ngudi ta phai viét : "a cdng vai b,
réi ldy két qua trii di ¢”. Day la cach ma ngudi Hi Lap con
ding mii vé sau.

Ngudi Ai Cap vao nhitng nam 1700 truée Cong nguyén dung
c4dch danh diu bang hai cing chan nim cung chiéu d€ chi phép
cong va hai cdng chdn nim ngugc chiéu dé€ chi phép tri.

Ngudi Hi Lap c6 dai va ngusi An Do cd dai déu coi viéc

. 1 .
vi&t hai s lién nhau 1a phép cing, vi du 3 n c6 nghia la 3 céng

1 ; 1 -
i va viét hai s6 xa nhau la phép tri, vi du 6 5 ¢6 nghia la

6 tri =
e .

Nguti Hindu thi phép cong duge thé hien bang cdch ghép,
con phép tri thé hién bing viéc dat mot chdm lén s§ bi tri.

Nha toan hoc Ly Thién Lan ngudi Trung Hoa di diung ki
higu "1" va "T" dé chi phép cong va phép tri.

L.Pasoli (cudi thé ki XV) nguoi Italia, da ding ki hiéu chit Latinh
p ti chit plus (nghia la cong) hoic p thay cho phép cong, vi du 5 p 3,
nghia {2 5 cong 3 va chit m, tU chit minus (nghia la tri) hoac m
thay cho phép tru, vi du 7 m 5, nghia 1a 7 tri 5.

Cuéi thai Trung C6, thuong nghiép ¢ chau Au khd phdt dat,

mdt 6 nha buén thudng vach ddu "+ va ddu "-" lén thung hang
d€ danh d&u "trong luong hoi thia” va "trong lugng hoi thigu”.

11
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Thoi Phuc Hung (thé ki XV
- thé ki XVI}, Leonardo de
Vinci (Lédénadéda Vinxi) (154,
1452 - 2.5.1519) nguosi Italia,
bac thay cda nghé thuit, nhat
la héi hoa, nhung rit mé
todn, da dimng ki hidu "+ va
"=" trong mot =6 tac phdm cda
minh.

Nam 1489, Johnn Widman
(sinh nam 1460 & Bohemia)
ngudsi Die, di dung ddu "+
va ddu "-" d€ chi "phan du"
va "phan khuyét".

Cdng nam 1489, trong mét
cufn sich s8 hoc cia J. W .
d’ Eges ngudi Dde, xudt hién

L. de Vinci ddu "+ va diu "-" d€ chi phép

cong va phép tru. Sau d6 dén

nam 1514, nha toan hoc Van der Hoecke nguoi Ha Lan, nim

1524 Christoffel Rudolff (khoang 1500 ~ 1545) va nam 1544

Michael Stifel (1486 - 1567) ngudi Die, d4a diung lai ddu "+ va
ddu "-" thay cho phép cong va phép triu.

Vé sau, nho ddng gdép tich cuc cda nha todn hoc Francois
Viste (1540 - 13.12.1603) ngudi Phap thi ddv "+ va ddu "-"
méi duge phd cap va dén nam 1630 méi duge moi ngudi céng
nhan. Do vay ong duge coi 1a dng td cia ki hidu toan hoc.

Hién nay cdc 4n phdm cua nhiéu nudc déu dung ddu "+ va
ddu "~" d&€ chi phép cong va phép tri.

Can chad ¥ 1a, ngudi chau Au luc dia da tit lau lai ding d&u
"+' d€ chi phép tri.

D61 voi phép nhan, ngusi Hindu da dung cach viét bha (am
tiét ddu cua tt bhavita la tich) sau cac nhan ti. Nam 1631
William Oughtred (1574 — 1660) ngusi Anh, dd dung dau "x"
trong tdc phdm cGa minh vA ngudi ta da duang nd cho dén
ngay nay.

12
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Dgu "" thay cho phép
nhan da duge Thomas
Harriot (1560 - 1621) dung
nhung sau ddé ngusi ta it
dung, chi dén khi (nam 1684)
Gottfried Wilhelm Leibniz
(1.7.1646 - 4.11.1716) ngudi
De chdp nhéan nd thi ngudi
ta mai dung nhiéu. Hién
nay ddu "." van dugc dung
cho phép nhan trong sach
gido khoa cla méot s0 nude.

Diu "n" duge G. W.
Leibniz dung cho phép nhén
v ngay nay diu nay dudgc
ding d& chi phép giao trong
li thuyé&t tap hop.

G.W. Leibniz

Déi vai phép chia, ngusi Hindu thé€ hién bang cach vist sd
chia dudi s6 bi chia. Nha toan hoc Mohammed Ibn Misa Al -
Khowarizmi (khoang 780 - khoang 850) ngudi Udobékixtan, da

3 , .
ding "3/4" hoac Z d&€ chi 3 chia cho 4.

Pén nam 1630, John Pell (1610 - 1685) nguti Anh da dung
ddu " +" va sau dd nam 1659 Johann Heinrich Rahn (1622 -
1676) ngusi Thuy SI, nam 1684 G. W. Leibniz cing dung dgu
"+" d& chi phép chia.

Trong cdc 4n phAm ctua Nga va Diuc thi ddu "+" rdt it thdy
dé chi phép chia, ma lai dung ddu ":" (so sanh).

D6i voi phép khai can, trudc khi cé ddu "¥ " thi ngudi ta
ding R.q thay cho "V ", R.c thay cho =

Ngudsi Hindu thé€ hién phép khai can bang cach vigét ka (am
tiét ddu cta ti karana 1a vé ti) truéc dai ldgng ldy céan.

Dé&n nam 1525, trong cudn "Die Coss", Ch.Rudolff da dua ra
ddu "¥ ". S& di dugc 6ng ki hiéu nhu vay vi ¢é 16 né gidng
chl r trong ti radical la ddu can.

13
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Tat nhién 1a con nhidu ki hiéu phép tinh toan hoc nita, nhu
tich phan, vi phan, ...

Sau day la mot vi du vé cac ki hiéu phép tinh toan hoc 1y
trong cudn sach cong b6 nadm 1572 cia nha toan hoc Raffaello
Bombelli (1530 - 1572) :

Rec. L Rq 4352 p 16 | mRec L R. q. 4352m16 |
Dién dat theo ki hiéu ngay nay la :

3 p—— 3
V2352 + 16 — VV4352 — 16-

3. CAC Ki HIEU TOAN HOC KHAC

6] muc 2 ching ta da ndi vé cdc ki hidu phép tinh toin hoc,
0 muc nay ta ndi vé cac ki hiéu toan hoc khac.

Ngudi nguyén thiy chi méi cd khai niém “"ed" va "khong"
(khéng cd). Day la khai niém ¢8 nhadt vé sd. Sau d¢ ho biét
thém hai s6 1 va 2, tir 3 trd 1én la nhidu. Nhu vay ho da biét
khai niém "{t" va "nhiéu".

Do san xudt phat tri€n, con ngudi ¢é nhu cdu trao déi nén
nay sinh viéc d&m s6. Nguai ta ding céc ngdn tay, ngén chéan,
hon cubi, réi khac lén gbé c6t nha, thin cdy, ... hodc két nut
trén day, ... dé€ d&m. Cac cach dém thé so nay hién vin con ton
tai, nhat 14 d6i v6i cdc dan tdc it ngusi & nudc ta va cac nudc.

Dén thoi ki Cong x4 nguyén thay, con ngudgi biét dung vin
ty d€ ghi lai cdc s6, d6 la bufi dau clda s6 hge.

0] Tay An (Trung Quée) ngudi ta da dao dudc d6 gém va
bang gém c6 ghi 8 hinh tron xép thanh hinh mot tam gide déu,
diung 100 hinh vuéng d€ x&p thanh mét hinh vuéng.

O Trung Hoa, cong cu tinh toin sém nhdt la "thé tinh". Ban
ddu cdc "thé tinh" duge lam biang canh cay thang, vé sau la
cdc thanh gb& (hoac tre, xuong thu, d4 hodc sit) nho, thuong
dai khoang 13 - 14 cm, bé 271 thanh thanh mét nim, ¢ thé

14
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cho vio oOng, tdi hoac budc vao
lung. Cdc thanh nhd dudge goi la

“thé tinh toan" hay "thé todn". ,, '
Nguoi ta da khai quat duge nhiéu ’,
loai "thé tinh". Vi du, khi khai
quit ngdi mod cof thai Tay Han ”””
(thé ki II ~ thé€ ki I trude Cong

nguyén) tai huyén Thién Duong
tinh Thiém Tay thang 8-1971
ngudi ta thidy mot loai "thé tinh"
cd thanh dudng kinh khoang 0,3cm, dai 20cm, cd hai mau
(hinh 3-1) duge dat bén héong xac chét.

"Thé tinh" duge dung d& ghi s6, ghi phép tinh, tién hanh cdc
phép tinh vé s6, k& ca viéc giai cac phuong trinh bac cao. "Thé
tinh" trén thuc t& 14 mét loai thuat toan, nd la coéng cu tinh
‘todn rdt hitu hiéu, di thdc ddy cho s hoc eta Trung Hoa phat
trién ti thoi C6 Dai dén doi Nguyén (th€ ki XIV), trude khi
xudt hién ban tinh. Vao thdi Xuan Thu viée dung "thé tinh"
lam dung cy tinh todn la phd bién.

Tac dung cha "thé tinh" trudc hét 1a dé ghi s6. Co hai kigu
bi€u dién s0 : ki€u ngang va kiéu doc (badng 3 - 1). Trong thuc
t€ ngudi ta thudng dung hang don vi theo kiu doc, sau dd xen
-~ k&, s8 0 duge d€ cach (bd trdng).

Hinh 3-1

vide : |||=T]= 1a 330721.
Bdng 3 -1
Hai kiéu bi€u dién s6

< |~ ===z Ll Ll
e _II ] HlIHIIITWﬂTﬂT{

Thoi Xuan Thu & Trung Hoa di cd khai niém s6 am, ’nén
ngudi ta ding thé mau den dé chi s6 am, mau dé dé chi sd
dudng, hodc thanh cd thiét dién chii nhat 1a sé am, thiét dién

15
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tam gidc la s6 duong, hay dat xién thé
toan d€ chi s6 am (n&u thé cing mau).

Khi tinh toan ngudi ta dung cac
bang gb ghi cac s6 va goi 14 bang xép
86, gidng nhu ban tinh sau nay.

Phuwong phdp tinh bing thé dugc dé
cdp trong by sdch "Ton Tu todn kinh"
gbm 3 quyén, viét vao thé& ki III. Khi
dung "thé tinh", néu ngudi quen dung
thi c6 thé tinh duge véi téc do rdt
nhanh, dén mic ngudi khac khéng theo

' d6i kip. Nha todn hoc i dai Zu
Zu Chong Zhi Chong Zhi (T8 Xung 'Chi) (429 - 500)
théi Nam Bédc triéu da dung phuong
phdap "thé tinh" (hinh 3-2)

da tinh duge 86 x ndm giita 'TTIIE

s8 3,1415926 va s& : s TELRNON Wi

3,1415927. Diéu nay cd dé : T

cap dén trong cudn "Tang £ V@I ]

thuat” (Xuyét thuat) do éng T

bién soan. Két qua nay hoan =

toan phu hgp véi k&t qua A \'\

tinh todn cta cdc nha toan ¥ . SV 27 LY

hoc phucng Tay, nhung sém \ , :/ M;‘-"‘:-$§.. ' )

hon dén 1000 nam ! SESE S

T AN =

Trong cdc ki higu todn = =

hoc thi ddu bang nhau "=" Hink 3-2

la quan trong hon ca. Ngudi

Babilon va ngudi Ai Cap da diung nhiéu loai ki hiéu dé€ biéu
thi su bing nhau, nhung dugc cong nhan sém nhit la cach cia
Diophantus : esti va isas, viét tat 1a is va i. Thai Trung C8 ki
hiéu d€ bi€u thi sy bing nhau rit hén loan. Ki hiéu "=" hién
nay dang st dung, dugc dung lin ddu tién trong cudn "Cai kich
thich tri thong minh" (The Whetstone of Witte) clia Robert
Recorde (khoang 1510 - 1558) cong bé nam 1557.

Trong cudn sach d6, tde gia giai thich ring, éng di dung hai
doan thing song song bing nhau lam ki hiéu cho mot ding
thic 1a vi "khéng cé hai vat nao cd thé biang nhau hon thé"

16 1- 344
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Nhung mai dén thé ki XVIII ki hiéu nay méi duge dung phd
bién (vdi hai vach rat dai).

Dung chit d€ bigu dat s6 14 mot sang tao quan trong, nd
cang lam cho li luan dai s6 hoc trd nén sau sidc hon. Mudn cd
duge diéu nay loai ngudi di phai mét hang nghin nim. Céng
lac nay thudc vé nha todn hoc F. Viete va ong dudge xem -1a
nguti cha cda cdach dung chi thay s6 trong dai sd.

Trong cubn "In artem" ndi ti€ng nhit cia F. Viéte, ong da
phat tri€n nhiéu ki hiéu dai s6. Ong d3 dung nguyén am dé
biéu thi cdc dai lugng chua bigt va cdc phu 4m d&€ bigu thi cac
dai lugng da bigt. Con hién nay ching ta lai dung cdc chit cai
phia cudi (x, y, z, ..) cho nhitng dai lugng chua bigt va cac
chit cai phia ddu (a, b, ¢, ...) cho nhiing dai lugng da biét. Day
la cong lao cua nhd tri&t hoc René Descartes (31.3.1596 -
11.1.1650) ngudi Phap dua ra nam 1637.

Nhu cac ban da biét, a, 8, v, 6, & ... 1A nhling chit cdi dau
tién trong van ty Hi Lap ¢8 dai. Trén ddu cac chit cii d6 ngudi
ta cho thém mo6t nét ngang d€ bi€u thi moét s6. Chir s6 nay
tuong dudng vai thd td trong bang chil cai Hi Lap. Nhu @ cd
thé thay cho 1, B thay cho 2, ¥ thay cd 3, d thay cho 4, £ thay
cho 5, ..

Thai Hi Lap cd dai, vao th& ki III, dai sé hoc da phat trién
manh, tuy vay cing chua cd duge mot hé théng ki hiéu dai s6
hoan chinh. Diophantus (246 - 330) da st dung ki hiéu kha
phic tap d€ biéu thj s6 chua biét :

£—x

DY — x*
K —x°
AY A - x*
CAKY - %
K'K - x°
o

va 6ng da dung "p" dé€ chi su phan cach, M d& chi la trudc sé
hang tu do. Vi du :

[n}
K'Ka AKY@ t AY AEL7 M B,

2-344 17
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biu thi bifu thuc dai s6 sau day

x* +x° - 5x% - 3x - 2.

Do chua cd mot hé théng ki hiéu toan hoc ddy du ma cac
nha toan hoc thai C8 Pai ¢ chau Au va cdc nudc Ardp da cém
thay ling ting d6i v6i mot phuong trinh don gidn nhv ax + b =

"

Il

1T

NL®

—_— x

3

15x2

—  06x

~— -360

Hinh 3-3

Dé dién dat mot phuong trinh, trong
b6 siach "Sach toan chin chuong® cta
Tran Sanh, xudt hién vao thé& ki II
(thai Déng Héan), ngudi ta goi s6 hang
cd chda 4n s6 14 "nguyén', s§ hang tu
do (khéng chita &n s8) la "thai”. Vi du
¢ hinh 3-3 la cdch biéu thi phuong
trinh bac 8 méat &n

x* + 15x° + 66x -360 = 0.

D6i v&i phugng trinh phidc tap thi
vin dung ki hiéu nhu § trén nhung ed

thay d8i chit it. Hinh 3-4 bigu thi phuong trinh bac 1 bén &n.
x -2y +2z+3w-5=0.

w
Nguvén [ 3

Nguyén| Thai [Nguyen ¥y -2 -51 2 z
Nguyén 1

Hinh 3—-4

Hinh 3-5 con phic tap hon, bi€uv thi phuong trinh béc 3

hai 4n :

2y> - 8y - xy* + 28y + 6xy - x% - 2x + thai = 0.
Hinh 3-6 bi€u thi hé

18

x + 2y + 3z
2x + 3y + =
3x+2vy +z

phuong trinh bac 1 ba &n :
26 ;
24
39.
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Thai

-2

-1

Iinh 3-5%

X

1 2 3 (x)

2 3 2 ¥)

3 1 1 (z)

LZ()' 24 19 J

Hinh 3-6

Sau day la nién gidm mot s6 ki hiéu toan hoc :

- Diu 16n hon ">", nho hon "<" , khdc nhau "=*, gidn bang "="
, ; g g

do Th.Harriot dua ra nam 1631,
Can chu ¥ la sy khdc nhau thi F.Viete lai dung ki hiéu "=".

- Vuéng géc "L" duge P.Erigon dua ra nam 1634

- 86 mi (liy thua) thi F. Viete viét 12 A quadratum, A

J Wallis

cubum, con cac tdc gia khiéc
vé sau thi viét gon hon : Aq,
Ac, tic la A? | A® ; ki hiéu a%,
a, ... a" dugc R. Descartes dua
ra nam 1637 va nam 1656 John'
Wallis (23.11. 1616 -
28.10.1703) nguti Anh dua ra
cdc y tudng vé cde s6 mi Am.

- Ddu ngosdc kép " " do
ngusi thg in Guillaume ngudi
Phédp dua ra nam 1670.

-~ Dau song‘song "t dude
G. Oughtred dua ra nam 1677,

~ D&du dbéng dang "¢»" dudc
G.W. Leibniz dua ra.

- Ham sé f(x) dugc Johann Bernouilli (27.7.1667 - 1.1. 1748)
nguai Thuy Si dua ra nam 1718, vién sl Léonard Euler (Ole)
(15.4.1707 - 18.9.1783) ngudi Phap géc Thuy Si (nhung lam
vide 6 Nga ti nam 1727) dua ra nam 1734.

19
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Johann Bernouilli

L.Euier

— Ddu dong nhit /"E“ duge
Carl Friedrich Gauss
(30.4.1777 - 23.2.1855) ngusi
Duic dua ra nam 1801.

Du cho hé théng ki hiéu
phéat tri€n cham, ngudi ta van
phai thita nhan nhing cot mdc
duge dung lén trén con dudng
lich s phét tri€n cia tean hoc.
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4. BAC NHUNG NHIP CAU HUGNG TOI
NHUNG DIEU DA BIET

Ching ta dang séng trong nhiéu diéu chua bigt. Tri tué cha
loai ngudi da bic rdt nhiéu nhip cdu d€ di ti thé gisi cha
nhitng diéu chua biét sang nhitng diéu da biét. Bi&t bao phuong
trinh va loi gidl cla nd 12 nhiing nhip cu nhu vay.

Ngay nay ngudi ta di quen véi viéc dung cac dai lugng x,
y, ... d8 chi nhitng diéu chua bi&t va dfu " = " d€ ndi hai vé
ctia phudng trinh. Nhu vay ta sé ¢é mét phuong trinh gém céc
ki hiéu, trong d6 cd nhitng diéu da biét va nhimg diéu chua
bigt (4n s8). Tén goi phuong trinh bat ddu cé trong bé sich
"Sach toan chin chuong".

Li thuyst lap va giai phuong trinh da duge ngudi thoi C8
Dai 4 Babilon, Trung Hoa, Ai Cap, .. xay dyng tit hon 2000
nim trudc Coéng nguyén. :

Cac bai toan cu th€ va cach giii phuong trinh bac 1 :

ax +h = 0{(a = O) (4-1)
da duge mot tde phdm cta ngudi Ai Cap dé cap dén vao khoang
pam 1700 nam truéc Céng nguyén va ngay nay hoc sinh 16p
3, lop 4 da dugc hoc. Phuong trinh (4-1) c6 1 nghiém duy nhit

b
X = ——. ) (4-2)
a

Tuy vay ngay xua ngudi ta da tdn rdt nhiéu cong sic va
thdi gian méi tim duge cdch giai.

Dau tién, dé giai (4-1) ngudi ta phai dung "phuong phap hai
14n tha". No6i dung cia phuong phap nay nhu sau : Gid st g,
va g, |4 hai gia tri thd cia x ; h; va h, la hai gia tri tudng dng.

Ta cd

2

g,a+b=h; (4-3)
g,a+t b = h,. X {4-4)

21
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Liy (4 - 3) try (4-4) : _
alg ~g) =h -h, (4-5)

Nhan hal v& cha (4-3) véi g, va (4-4) véi g, ta duge :

g8,a+tbg, =h g; (4-6)
g8, a+bg = hyg . 4-7)
Liy (4-6) trit (4-7) :
b(g, - g)) = h;g, - hg,. (4-8)
T (4-8) va (4-5) ta duge :
hy = by hig, — g, ]
a = - i b=s —————, (4-9)
81~ & g8 &

Ti (4-9) va (4-1) ta cd :

_ e i 4109
X B, —h,

Day la gia tri cén fim cda x.

Cach thi nay thdy trong cdc tac ph&m toan hoc Ai Cap vao
thg ki IX véi tén 12 "phép toin Kitay", nghia 1a "phép toan
Trung Hoa", ti "phép thia -~ thi€u" cia ngudi Trung Hoa c6 dai,

Tét nhién, d€ gidi cdc bai todn s hoc ngay nay ngudi ta
dung cac kién thiuc dai s6, khong cdn dung "phép thia - thigu"
nita.

Thoi C8 Dai & chau Au trinh dé hinh hoc da vudt xa trinh
d6 dai s6 hoc. Mac du cd su céng hign cta Diophantus thdi
Hi Lap cd dai trong linh vuc dai s6, nhung sau dd lai khéng
cd ngudi k& thira, vi the¢ dai s6 hoc phuong Tay & thoi Trung
C§ da gin nhu khéng phdt trién. Mai dén th€ ki XVI khi &
chau Au cé nhiing cuéc tranh luin nay lita trong gidi todn hoc
thi dai 6 hoc mdi bat ddu phat trién.

22
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Tinh hinh & Trung Hoa thi ngugc lai, dai 6 hoc thoi Trung
C& lai rdt phat trién. Trong bo sach "Chin chuang vé nghé thuat
tinh toan" xuit hién khoang nam 200 trude Cong nguyén da co
nhitng vi du vé cach gidi hé phudng trinh vo dinh bac 1. Trong
bé sach "Sdach toan chin chuong" da dé cap dén viéc ding ma
tran d& giai hé phuong trinh v6 dinh, k& ci hé cd chia cdc hé
s6 am. Trong cuén "Truong Khau Kién todn kinh" suu tap 4
thé ki VIII cing trinh bay vé phuong trinh vé dinh.

Khéng giéng nhu Diophantus 1a ngudi da tim dudc moi nghiém
hitu ti cia phuong trinh vd dinh, ngudi Hindu mudn tim t&t
c4 cac nghiém nguyén cé thé cd. Aryabhata (476 - khoang 550)
va Brahmagypta (thé ki VII) da tim dudc cdc nghiém nguyén
cia phuong trinh vo dinh

ax + by = ¢, 4-11)
trong dd a, b, ¢ 1a cac s6 nguyén.

Trong bo sach "S6 thu cliu chuong'
cia Tan Ciu Thidu xuit ban nam 1247
cé mdot bai toan rat tha vi : Cd modt
cdi hé réng 1 trugng, mét cay lau moc
nho lén trén mat nudc 1 thude, néu

by hé (hinh 4-1j.

Hinh 4-1

Hdi nude hé sau bao nhidu ?

Bai toan nay da duge truyén sang Trung A, An Do, réi sang
chau Au. Dé&n thé ki TII, bai toan nay dudc giai thich trong bé
sédch "Ton Tw toan kinh" bang phuong trinh vo dinh bac 1. Dén
thé ki V, Zu Chongzhi da chi ré céch giai bai toan nay bang
phuong phap tim tri s6 gdn ding cia phan 8. Dén thé ki XII1
(thti Nam Téng) bai toin nay dugc Tan Ciu Thiéu hoan chinh
6 Tang ca vé li luan va cach tinh todn, dugc goi l1a "“Dai dién
cdu nhat thuat" (Gidng giai vé phép tinh toan).

23
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Nam 1801 nha toan hoc kiét xudt F Gauss cho ra doi cudn
"Nghién cdu todn hoc", trong d¢ cd cach giai céc phuong trinh
bat dinh biac 1 c4 vé I Ivan va cdch tinh toan, do vay ngudi
chau Au goi d6 la "dinh 1 Gauss". '

Nam 1876 Madesan ngudi Ddc da chi ra rang, "dinh i Gauss"
nhu ciach gidi cia ngudi Trung Hoa trong "bai toan Han Tin
di€ém quén" nén cdc hoc gid chau Au goi dink i nay 1a "dinh
i du Trung Hoa", cén trong sach tosdn Trung Quéc ngay nay
lai goi la "dinh i Ton Tu".

Phuong trinh bdt dinh bac 1 hai 4n
Xy = ax + by +c (4-12)

da duge ngudi Hindu giai va sau dd L. Euler cling lai tim ra
cdch giai.

5. CO MAY CACH GIAI PHUONG TRINH BAC 2

Lich s& phuong trinh bac 2 bat nguén t¥ nén van minh
Babilon ¢6 dai (khodng 1800 nam trudc Cong nguyén). Lic dd
ho da biét cach giai tdt ca cac phuong trinh bac 2 nhung khong
dién dat trong tap hgp s§ thyc. ‘

Vao khodng nam 1500 trudc Céng nguyén, trong mot tac
phdm cilia ngudi Ai Cap vé c4c bai toan cu thé da cd nhitng vi
du vé giai phuong trinh bic 2.

- Trudng phai Pythagores (th&é ki VI truéc Céng nguyén) da
giai phuong trinh bde 2 bang hinh hoc va vé sau ngudi ta goi
la phuong phap Pythagores.

3 the ki I trude Céng nguyén, ngudi Hi Lap c6 dai da bién
viéc giai phuong trinh bac 2 thanh co s& cho toan b hinh hoc
cia ho va d€ cd thé lam viéc trong tap hop =6 thue, ho da
thay th& cac tinh todn cua ngudi Babilon bing cac phép dung
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hinh bang thude thing va compa. Tuy vAy ho chi tinh todn tap
hop s6 hitu ti duong, cho nén ¢ nhiéu phuong trinh bac 2 ho
khoéng giai duge. Phai chd dén thé ki XVI, khi xudt hién s8
phae thi méi gial duge tit ca cdc phuong trinh bac 2.

O Trung Hoa ¢8 dai, cach giai phuong trinh bdc 2 cling dugc
trinh bay trong bo sach "Sach toan chin chuong', trong cubn

"Pruong Khau Kién toan kinh” va trong cudn "S6 thu cltu chuong".

Ngusi Hindu thita nhan moét phuong trinh hic 2 cd 15i giai
thyc thi ¢é hai nghiém hinh thic. Ho théng nhit phép giai dai
s6 cac phuong trinh bac 2 bang phuong phap b sung binh
phuong quen thudc, do vAy ngay nay phuong phdp ndy thudng
duge goi 14 phuong phdp Hindu.

Nhu vay & thei C6 Dai nguoi Babilon, ngusi Ai Cap, nguoi
Hi Lap, ngusi Trung Hoa, ... dd biét cich giai phuong trinh
bac 2 nhung cong thic nghiém thi mai dén nam 825 nha toan
hoc Al- Khowarizmi méi lap duge. Ong da gidi phuong trinh
bac 2 bang dai s6 va hinh hoc. Ong viét :

“+px+q=0 (5-1)
thanh
py2 _ P
(x+§) =7 "¢ (5-2)
Tiu (5-2) 6ng da tim duge nghiém
x = —b % P;—p. (5-3)

Vé& sau 6ng lai giai theo céch khae. Ong dat

z = {x + g). (5-4)
_Thay (5-4) vao (5-1) duoc :
2
2 B - _
2~ (7 -a)=0 (5-5)

Vige giai {5-5) trdé thanh don gian.
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Trong chuong trinh dai sé 16p 9 da od cong thuc tinh nghigém
cua phuong trinh béc 2 dang chinh tic (ddy di hay hoan chinh) :
| ax® +bx +c = 0 (5-6)
bang cach dat A = b? - 4ac. (5-7)
Néu A < 0 thl (5-6) v6 nghiém .
Néu A = 0 thi (5~6) cd nghiém kép :

b
X =% = T (5-8)
Néu A > 0 thl (5-8) cd hai nghigm phan bigt :
-b+Va
Xl =] ——_23. ; (5 g)
-b-VA

Francois Viete (1540 - 13.12.1603) ngudi Phdp da dua ra hé
thic cda hal nghiém nay :

(5-10)

Hé thic (5-10) vé sau duge
mang tén ong (hé thic Vidte)
va duge dua vaoe chuang trinh
dai s lap 9.

Ngoai ra con cac cach giai
phuong trinh bic 2 bing hinh
hoc sau day :

- Cach cua Sir John Leslie

(1766 — 1832) ngudi Anh trong
cufn "Cde cog sé cia hinh hoc".

- Cach cia Thomas Carlyde
(1795 - 1881) ngudi Anh, hoc
tro cta S.J. Leslie.

o Viere
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- Cach cia XKarl George ’
Christian von Staudt (1798 —
1867) nguvi Diic.

Phuong trinh vé dinh bac 2
hai 4n :
y2 = ax? +1, (5-11)

trong dd a la s6 nguyén duong
khong chinh phuong, da dudc
Brahmagupta va4 Bhaskara
(1114 - 1185) ngusi An Do
giai. Ngudi ta thudng goi
(5-11) la phuong trinh Pell
(J.Pell). Li thuydt ddy da vé J-L.Lagange

phuong trinh (5-11) duge

Joseph - Louis Lagrange (25.1.1736 - 10.4.1813) ngudi Phap
hoan tdt vao 1766 - 1769.

6. CUOGC THACH DO CHAN DONG GIOSI
TOAN HOC

Nhu chéng ta da biét, viéc tim i gidi cho phuong trinh
bac 3 13 kha phic tap va cong thic caa nghiém la kha cong kénh.

Trong mdt ban Babilon!” tim thdy cd cac gia tri cla n’ +n
v6in = 1 dén n = 30 va nhu vay chdng ta cang tim duge
nghiém ctia 30 phuong trinh bac 3 dac biét. Nha toan hoc
0.Neugebauer (sinh 1899) tin ring ngudi Babilon hoan toan cd
th quy mot phuong trinh bac 3 tdng qudt vé dang "chufn"
x> +x% = c '

O Trung Hoa, bo sach "Chic c6 todn kinh" cla Vudng Hién
Chuong viét vao ddu doi Dudng (thé ki VII) ¢é néu cach giai

(+} Xem mue 12
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phuong trinh bac 3 tdng quat bang dai s6. Trong bo sach "S6 thu
ctu chuang” Tdn Ciéu Thiéu ciing dva ra phuong trinh bac 3.

Nhung sau dd, ngusi Trung Hoa da qua chi y dén phuong phdp -

dai s6 trén ban tinh, ma {t chu ¥ s dung cac ki hiéu dai sé
nhu dang dung, do vay tit th€ ki VIl nén toan hoc Trung Hoa
bat ddu lac hau so v6i phuong Tay.

Omar Khayyam (16.5.1048 - 4.12.1122) & Khordsan da giai
phuong trinh bac 3 bang hinh hoc mot cach doc dio.

Sau Al-Khowarizmi di cd nhidu nha todn hoc di tim cach
giai phuong trinh bic 3 mét cach miét mai. Nhung trai qua
sudt 7 thé& ki, ngoai viéc tim duge cich gidi cta nhitng phuong
trinh khac thi khong c6 budc tién nao cho viec giai phuong
trinh bae 3. Vi vay dd cd ngudi o ra chan nan, cho ring phuong
trinh bdc 3 ¢d th€ khong cd thye. Nhung gido su Scippione! del
Ferro (Phéro) (1465 - 1526) ngudi Italia, & Trudng dai hoc Téng
hop Bologna thi khéng nhu vay. Ong vin tiép tuc con dudng
ciaa minh la d€ tdm miét mai nghién cdu vdn dé hdc bua ldc
bay git 1a giai phuong trinh bac 3. Trdi da khéng phu ong, vao
mot ngay "khong thé tin duge’, éng d4 tim ra bude dot pha va
dén nam 1505 6ng tuyén bd da tim ra cdch dic bist dé giai
phuong trinh

x? + mx = n, (6-1)
v6i m, n > 0,

Vao thoi dd, moi nguoi déu git bi mat cach giai etia minh,
vi vay viéc S. del Ferro giit kin bao bdi cia minh ciing 1a diéu
khong co gi la. Nhung déng tiéc 1a, ong da khong cd dip nao
dé cong bd thanh tyu cia minh. Mai dén khi sip qua ddi, ong
mdéi d€ lai bi mat nay cho ngudi con ré tin cdn 12 Anabel Nova.
Nhung vé sau, m6t mén sinh ctia S. del Ferro Ia Antonio Fior
{Phioré) da ldy cép duge bao bsi cha éng .

Trong trudng phai [talia thi N. Fontana (khoang 1500 ~ 1557)

ciing di tién phong trong viée tim cadch giai phuong trinh bac 3.
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Bay gig lai ndi d€n mot nha tean hoc khée, dé la Niceolo
Tartaglia (1499 - 1557). Thai tho &u cda éng tréi qua that

' nang né. Gng sinh ra 6 Brescia mién Béac Italia nén dugc goi

14 Niccolo c@a Brescia va thudng duge goi 1a Tartagli (ngudi ndi
14p), vi lic nhd éng bi quan Phdp da man lam hai. Cau chuyén
thuong tam k& lai rdng, lic 6ng 13 tudi thi quan Phap tran
vao Brescia. Ong cung vdi ngudi cha (luc ddé a4 ngudi dua thu)
va dan ching chay trén vao ngéi nha thd d€ tim noi 4n ndu
phung quin linh Phap da rugt theo va tham hoa da xay ra :
Nguti cha bi chét, cdn cau bé bi chém vao ham va miéng. Ldc
sau ngudi me tim thdy cdu con trai con séng, véi mang di.
Khong cd tién lo thubc thang diéu tri vét thuong cho con, ba
da nhé laj 12 khi con chd bi thuong nd thudng lifm vao vét
thuong va th& 13 véi cdch chita nay ma N.Tartaglia dd binh
phuc. V&t thuong & vom miéng d3 lam ong sudt déi ndi nang
that khé khan. R6i ngudi me lai qua doi. Ong phai tu di tim
dutng s6ng cho minh. Ong cd tu chit théng minh, lai ham hoc.
Ong hoc vat li, todn hoc va td ré tai nang rdt sém. N. Tartaglia
ty hoc thanh tai, duge nhiéu ngudi thoi dé kinh phyec.

Vao nam 1530 mdt nha todan hoc da dua ra cho ong hai ciu
héi mang tinh thach thdc, nhim ha uy tin cha ong :

1. Tim mét s6 ma lap phudng cung v6i 3 ldn binh phuong
thi bang 5 ;

2. Tim ba 56 ma trong dd 8 thi hai l6n hon s6 thd nhat 12 2,
s6 thd ba 16n hon s8 thd hai la 2 va tich eua ching la 1000.

Day thuc chdt 1a tim nghiém cta phuong trinh bac 3. Véi

ciu héi 1 phuong trinh s8 la :
¥ +3x°-5=0
va cau hoi 2
x> + 6x? + 8x - 1000 = 0.

Ong da tim duge nghiém cia ci bai phuong trinh bac 3 nay
va vi vay O6ng cang ndi tiéng.

Cac moén sinh cha S. del Ferro cing tuyén bé gidi dugc
phuong trinh bac 3. Khdng ai chiu ai, nén cufi cing cic nha
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toan hoe Italia quydt dinh md mot cude thach 46 gitta hai bén,
mdi bén dua ra 30 dé todn lam trong 2 gia.

S&p dén ngay thi, N. Tartaglia cdm thdy nao ning, vi éng
chi 12 ngudi ty hoe, s¢ khong bao vé duge cdch giai cta minh.
Ong suy nghi rdt nhiéu va dua ra nhiéu phuong 4n khic nhau.
Trudc khi thi 8 ngiy, ong da tim duge phudng phip méi d€
giai phuong trinh bac 3.

Ong hoc thuoc cach gidi méi va nghi ra 30 dé toin ma chi
cd cdch gidi mdi ndy mdi thue hién duge.

Vao ngay 22-2-1535, cdc nha toin hoc va nhing ngusi ham
md cia Italia va nhiéu nudc chau Au kéo vé thanh phé Milan
d& du cubc thi tai. CA hoi trudng v6 cing ndo nhist, moi ngudi
ndng long chd doi gis phiat thi ddu. Bat ddu cudc thi, ngudi ta
thdy moét ngudi tré tudi, di khap khiéng, lai ndi l4p nhung co
déi mat sdng, d6 la N Tartaglia gido vién toan § Brescia. Ba
chuc dé toian ma mdi bén dua ra déu 14 phuong trinh bic 3.
Ngudi ta thdy N.Tartaglia rdt binh tinh, tu tin. Ong da giai
xong 30 dé toan d&i phuong dua ra trufc gitv quy dinh. Nguge
lai, nhém mén sinh cia S.del Ferro da khong gidi duge bai nao
trong 30 dé& todn mi 6ng dua ra. Nhu vay cudc thi két thue
véi ti 56 0 : 30, phdn thing tuyét dfi thude vé N.Tartaglia.

Tin tdec duge truyén di, lam
chin déng cd gidi toan hec. 4]
thanh phdé Milan, cd moét ngudi
didng ngdi khong yén, dd la
Girolamo Cardano (24.9.150! -
21.9.1576). Ong khong chi 1a thiy
thude ndi tiéng khap chau Au,
ma con la mdt nha toan hoc tai
ba, day toan va c¢¢ nhidu céng
trinh nghién ofu vé toan hoc.
Ong chuyén tam nghién ctu
phuong trinh bdc 3, nhung chua
¢6 k8t qua. Cho nén khi nghe t
N.Tartaglia da giai duge phuong .Cardana
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trinh bac 3, ong hi vong rang sé duge hudng mot phan thanh
tuu cta N.Tartaglia.

Lac nay N.Tartaglia da ndi tiéng khap chau Au, nhung 6ng
lai khéng muén cong bs rong rii cong trinh cta minh. Ong chi
viét lai trong tac phdm "Nguyén tdc hinh hoe", cho nén trong tu
sdch ciia nhiéu ngudi khd long ed duge tiac phdm cia N.Tartaglia.

(G.Cardano hanh nghé y nhung rdt quan tim dé&n todn hoc.
Véi thai do chan tinh, hi€u hoc, sau nhiéu lan G.Cardano dé
nghi, nam 1539 N.Tartaglia da déng ¥ truyén lai nhing bi quyé&t
cho G.Cardano. Nhung G.Cardano da khong ton trong 13i hya,
nam 1545 da gidgi thigu cach giai phuong trinh bac 3 v6i 13i
giai thich cda minh trong cudn "Ars magna’. G.Cardano viét :

"Khoang 30 nam trude, S. del Ferro da tim duge phuong phdp
giai nay, dd truyén lai cho ngudi khac va da tiing tranh luin
v6i N.Tartagiia, N. Tartaglia cling phat hién dugc phuong phép
nay. Toi da nbiéu ldn dé nghi thist tha va cudi cing N.Tartaglia
da truyén dat cho tséi phuong phéap giadi nhung lai khéng chi
cho toi phuong phdp ching minh, vi vay bufc t6i phai tim
ra nhiéu cach ching minh. Vi né rdt khd, téi xin mé tad nd

nhu sau : .."

Sau dé cude tranh cai v& ban quyén cach gidi nay da nd ra
gay git nhung cudi cung lé phai di chién thing va ngubi ta
cong nhan loi giai dé la cia N.Tartaglia. Tuy vay, G. Cardano
vAn néi tiéng nhy cong b6 cich gidi nay.

Vé sau (. Cardano cdn dua ra cdch gidi khae. Dt

x =u+v. (6-2)
Thay (6-2) vao (6-1) dugc :
wWHV+ Buv+m) (u+v)+n =0 (6-3)

Viéc giai (6-3) tuong duong voi viéc gidi hé phuong trinh

Buv + m = 0; (6-4
@+ v 40 =0, 4

3
hode Wt ¥ o — 92% =0 (8-5)
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Trong mét cudn sach cia Trung Qudc lai ndi rdng, sau 2 nam
G. Cardano cong bd cach gidi phudng trinh bac 3 thi trong bai
"Nhitng cau hdi va phat minh". N.Tartaglia da phé phan thai
do thigu trung thuc cha G. Cardano va yéu cdu thanh phé Milan
td chuc tranh luan céng khai voi G. Cardano. Dén ngay gap
nhau d€ tranh luan thi khong phai la G. Cardano ma lai la
mot hge tro tai ba cda G. Cardano, dudge ong rat au ai, dd la
Lodoviee Ferrari (1522 - 1565). L.Ferrari khong nhithg nim
duge cach giai phuong trinh bic 3, ma con giai duge phuong
trinh bac 4 nén N.Tartaglia da chiu that bai. Tt dé N.Tartaglia
nhu bi vét thuong long va 6m han dén luc chét.

Trong cuén "Lich st todn hoc" cia Howard Eves ngudi Mi
xuit ban nam 1969 lai viét :"... nhing 1¥i phan d6i manh liét
cia N.Tartaglia dén tai L. Ferrari nén nguti nay di lap luan
cho thdy cta minh rdng, G. Cardano ¢d duge théng tin cdn cho -
minh tit S.del Ferro qua mot ngudi thi ba va 1én 4n N. Tartaglia

la an cap ¥ tu ciing mét nguén dé .."

Cho du cdc lai dén théi nhu thé nac nhung cudi cing 1vi
gidi duge luu truyén dén ngdy nay v4i tén goi chung la cong
thic Cardano ~ Tartaglia :

VA O -V OV O o

Cing cdn ndi thém ring, (6-6) la cong thic nghiém cua
phuong trinh béc 3 chua ddy da (6-1). Tuy nhién, ti phuong
trinh bac 3 day du (chinh tdc hay hoan chinh) :

ax’ +bxf +cx +d = 0 (6-7)
dén phuong trinh (6-1) chi can dat
b
y =x + 3a (6-8)

Nam 1572, R.Bombelli cho céng bd mét cudn sach dai s§ gop
phan dang k& vao viéc giai phuong trinh bac 3. Trong cdc sach
gido khoa vé li thuydt cac phuong trinh cho bi&t ring, néu
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n, 2 m, 3 . \
(5-) + (5) la am thi phuong trinh (6-1) c¢6 ba nghiém thuc.

Nhung trong trudng hgp nay, theo cong thuc (6-6), cac nghiém
dd duge bifu thi badng hiéu cua hai can bac 3 cia cdc s6 phdc
lién hgp. Didu tudng ching bdt thudng nay goi 1a "trudng hop
bat kha quy cta phudng trinh bac 3" d4 lam ban tim dang ké
cdc nha dai s6 hoc thoi xua. R. Bombelli da chi ra tinh thuc
cia cac nghiém thoat nhin 1a khéng thuc trong trudng hgp bit
kha quy.

Trong cubn "Canon mathematicus seu ad triangula” cua
F. Vigte xudt badn nam 1579, tiac gid cod ggi ¥ moét cach giai
bang lugng gidc cho trudng hgp bidt khid quy cia cdc phuong
trinh bac 3. Trong luan van cha F. Viete thdy cd cach giai rit
dep sau diay cho phuong trinh bae 3 :

x* + 3ax = 2b. (6-9)

Phuong trinh (6-9) 12 mét dang ma phuong trinh bac 3 nao

cing cd thé quy vé duge. Néu dat

a

x = - — (6-10)
y y
thi (6-9) tré thanh
y® + 2by® = a’. (6~11)

Phuong trinh (6-11) la phuong
trinh bac 2 cta y*. Ta cd thé tim

y3, réi y, sau dd la x.

Vé phuong trinh (6~9) thi Isaac
Newton (25.12.1642 - 20.3.1727)
cing cd cdch giai.

I Newton
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». NHOUNG VINH QUANG SAU KHI DA
QUA DbOI

() chau Au dén th& ki XVI khoa hoc ty nhién d4 phat trién
rdt nhanh chdng. Truyén thuyét tén gido cho riang, Thuong D&
sinh ra thé& gidi va Trai D4t cd hinh vuéng. Nhing phat kién
vé dia li ctia Christophe Columb (14561 - 20.5.1506), Fernand
de Magellan (1480 -1521) va nhitng ngudi khac da ching minh
day da rang, Trdi D4t cd hinh cdu, d¢ 14 diéu khong thé chéi
cai duge. Phat minh vé vat li cua G.Galilei d4 dem lai cho nhan
loai nhitng nhan thic mdi vé vi tru. Toan hoc dugc suy tdn la
"nit hoang" cua khoa hoc ty nhién. T th&€ ki XVI dén thé&
ki XVIII, da xu4t hién hang loat nha todn hoc kidt xuét, ho di
dia nén toan hoc lén mdot dinh cao mdéi. Sy xudt hién phucng
phap toa d6, ing dung cia s§ phdc, sang tao ra vi — tich phan, ...
da k&t hop nghién cdu thé& gidi khach quan trong trang thai
tinh va déng. Vao thdi gian d6, ca chau Au gdn nhu di bd lai
dang sau sy tri tré cua thdi Trung CG8. Trong tién trinh phat
trién dd, toan hoc luén di tién phong.

Nhung & nhanh phuong trinh dai s6 thi tinh hinh lai khong
hoan toan nhu vdy. Nhu & muc 6 da ndi, do cudc thdch d6
chén déng ca gidi todn hoc vio ddu thé ki XVI nén ngudi ta
da tim duge cdch giai phuong trinh bac 3, bac 4. Tu gita thé&
ki XVI trd di, ngudi ta bat ddu di sau nghién etu phuong trinh
bac 5. Cac nha toan hoc di phan tich ti mi cdch giai phuong
trinh td biac 2 dén bac 4. Néu mot phuong trinh ¢d nghiém
viét duge bang céng thic dai s6 cua cdc hé s6 thi duge goi la
phudng trinh giai duoe bing cidn thie. Trude thisi R Bombelli
va F. Viete ngudi ta da xac dinh duge coéng thdc téng quat dé
tinh nghiém cda phuong trinh tii bdc 1 dén bac 4.

Khéng bao lau, sau khi giai duge phuong trinh bac 3 thi
phudng trinh bac 4 téng quat cing c6 cdch gidi dai s6. Viée
gial phuong trinh bdc 4 téng quat quy vé viée gidi mét phuong
trinh bac 3 lién két.
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Nam 1540, Zuanne de Tonini da Coi ngudi Italia da dé& nghi
G. Cardano giai bai toan dan déa phuong trinh bac 4 nhung
G. Cardano khong giai duge, ma hoc tro la L. Ferrari lai giai
dude va sau dd G. Cardano da cing bé cach giai nay trong cuén
"Ars magna" cua 6ng.

Céach giai cta L.Ferrari vi?* gon theo cach ki hiéu hién nay
nhu sau : Bién d&i don gia s6 quy mét phuong trinh bac 4
chinh tde (ddy du) vé dang

x*+pl+gx+r = 0. (7-1)
(7-1) bién ddi duge :
xt 4 2px? +p® = px? - gqx - r + p?, (7-2)
hoac :
(‘x2 +p)? = px?-gx+p’-r (7-3)

Véi y bat ki, tit (7-3) ta cd

&%+ p+y? = px? —qx + p? - r + 2y (x* + p) + y?
(p+2y)x —qx+(p —r+2py+y2) (7-4)

Bay git ta chon y d€ v& phai cda (7-4) 1a mét binh phudng.
Day la trugng hop khi

4p+2y) (p-r-2py+y)-q =0 (7~5)

Phuong trinh (7-5) la phuong trinh bic 3 cha y da cd cac
cach giai nhu da ndi & muc 6. Mot gid tri clia y nhu vay sé
quy phuong trinh bac 4 luc ddu vé viéc chi phai ldy cdc can
bac 2.

Mot cich khac bang dai s6 giai phuong trinh bic 4 ducc
F. Viete dé xudt va mot cdch nita duge R.Descartes dua ra nam
1637, nhung trong nhiéu sach gido khoa dai hoc da cd thi cach
giai cua F. Viete cing giong nhu cach gidi cia L.Ferrari.

Nha todn hoc Vanmec ngudi Tay Ban Nha cing da giai duge
phuong trinh bac 4 nhung tén bao chia Tuocmacvada di thiéu
chét éng, vi theo hdn, éng da lam trai y Trdi : phuong trinh
bac 4 khong hgp véi kha nang cia ngudi tran tue - d6 la y
mudn cia Traj !
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Vi viéc giai phudng trinh bac 4 téng quat dude thuc hién
tiy thudc vao viée gidl moét phuong trinh bac 3 lién két, nén
nam 1750 L.Euler da ¢é gang lam diéu tuong tu la quy viéc
giai phuong trinh bac 5 téng quat vé phép giali phuong trinh
bac 4 lién két nhung da thdt bai.

R4t nhiéu nha toian hoc cing dd vdt dc tim kifm cach giai
phuong trinh béc 5 nhung khong di dén két qua. Trude tinh
hinh d6, ngudi ta bit ddu hoai nghi 1a liéu cd tén tai hay khong
mot cong thic tinh nghiém cta phuang trinh bac 5 téng quit !

Nam 1778, nha todan hoc J. L. Lagrange da md dudc mot dau
mdi quan trong. Gng da tap trung tim kiém coéng thic chung
d€ giai cdc phuong trinh ti biac 2 dén bédc 4, vi 6ng cho ring,
néu tim dugc cong thic chung dd thi sé suy luan dé tim dugc
cach giai phudng trinh bac 5 Nhung cudi cuing 6ng dia phat
hién thay nghiém clia mot phuong trinh da biét e thé duge
bi€u thi bing moét ham s6 d8i xdng cia mét phuong trinh hé
trg khde. Phuong trinh hé trg nay duge éng goi la cach giai
du kifn. Dung cach giai dv kién nay, 6ng da sit dung dé giai
duge phuong trinh bac 3, bac 4 nhung khi dén phuong trinh
bac 5 thi 6ng danh chiu. M6t tia sdang lai 1de trong ddu ong :
cong thic nhu vay la khéng thé ton tai duge, nhung ong lai
khéng th€ ching minh duge diéu nay.

Phuong phap t6ng quat bién ddi mot phuong trinh da thic
bac n d6i v6i x thanh mdt phuong trinh bac n d6i véi y, trong
- d6 cic hé s6 cha y" 7!, y"7% déu bang 0 duge E.W. von
Tschirnhausan (1651 - 1708) dua ra. V& sau phép bién déi
phuong trinh bac 5 nhu vay, trong dd cac hé sd cta y4, y3, y2
déu bang 0 44 duge E.S. Brings (1736 ~ 1798) dua ra nam 1786.
Diéu nay ddng vai trd quan trong trong viéc giai phuong trinh
béc 5 bing cac ham eliptic. Nam 1834, G.B. Jerrard {mit 1863)
lai ching minh duge hé s§ cia y™ 3 cing bang 0.

Trong cdc nam 1803, 1805, 1813, nha vat li Paole Ruffini
(1765 - 1822) nguvi Italia da dua ra mot ciach ching minh vé
- mdt didu ma ldc bdy glo duge coi 14 moét su kién, dé la nghiém
cua phuong trinh téng quat bic 5 hoac bac cao hon déu khong
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the bigu thi dugc bang cidc can
thic theo cac hé s cia phudng
trinh dd6.

Loii ngudi ding trudc su
thach thic vé tri tué hét doi
nay dén doi khde, cho dén khi
xuit hién nha todn hoc tré tudi
Niels Henrik Abel (5.8.1802 -
6.4.1829) ngusi Na Uy. Ong la
nguol rat can dam. Ngay tu
thud nho, 6ng da bat dau tim
loi giai cho phuong trinh bac 5.
Nh& quyét tam chién thiang dén
ciung, cho nén vao nam 1824
(lic 6ng 22 tudi), 6ng da chding . N.H.Abel
minh dude mot ciach tdng quat
rang, phuong trinh bac ti 5 trd [én 14 khong thé co cach giai
ki€u can thic. Vai tri tud cua tudi tré, ng da tuyén b vai thé
giéi moét chan li : tri tué cha con ngudi 1a bat kha chién thang.

Nhung con dudng thanh cong ctia N.H.Abel hét sitc gap génh,
khiic khuyu. Tuy cd nhiing thanh céng trong thai gian ngan
ngui, nhung nhiing gi 12 dau khd con nang né hon. Nhitng vinh
quang cuia 6ng hau hét dén sau khi 6ng dd qua doi

Ong sinh ra trong mot gia dinh muc su & néng thon, Cha
me cua ong lai dong con va ngheo. Trong s6 7 anh chi em, 6ng
12 ngudi anh thd 2. Luc nhdé 6ng bi ém nhung khong cd tién
dé€ chita bénh. Nam 13 tudi, 6ng duge dua vao hoc trong trudng
dong, Ngay td ddu éng da rit hding tha véi toan hge, Nam 1817,
trong trudng di xay ra mot sy kién dac biét, trong mét dém
da thay d&i ca cudc doi d6ng. Thdy day todn clia ong, do di
nguge dai hoc trd nén di bi sa thai. Thay thay gido cid la thay
Holmbaoé (sinh 1795) mdéi 22 tufi. Thay Holmboi d4 nhanh
chong phat hién tai nang toan hoc cia N.H. Abel. Lic ddu thay
Holmbo¢ dua cho N.H Abel mét s6 sach tham khio, ty hoc. Sau
dd Holmboé lai hgp tdc nghién cdu véi N. H. Abel. Khi N.H.Abel
néu ra quyét tam tdn cong vao phuong trinh bac 5 thi nhiéu
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ngudi cudi ché ridu, cho rang : Ech nhai lam sao lai ddi an
thit thién nga". Vay ma Holmbod lai rdt ung ho N. H. Abel,
déng vién ong cd ging vucn lén,

Nam 1821, N. H. Abel thi dau vao trugng dai hec. D& thuc
hién ¥ tudng cia minh, ong theo hoe thiay C.F. Gauss, Ban déu
ong hoc theo cach ctia nhing ngudi di trude, di tim cach giai
dap mot cach chinh dién. Sau nhiéu ngay thang miét mai,
nam 1824 6ng da chung minh la phuong trinh tdng quat bac 5
khéng thé co comg thic tinh nghiém bang can thde.

Diéu lam ban tam budc lodi ngusi phai suy nghi sudt 2 thé
ki, cusi cing da dugc mot thanh nién khéng cd tiéng tam giai
quyét. Tuy nhién, diéu N. H. Abel néu ra da khéng duge cac
tap chi toan hoc dang tai, budc 6ng phai tu bd tién ra in &n.
Nhung nhiitng dau khd cia ong khoéng vi thé ma gidm bét.

Nam 1825, N. H. Abel dén nhiéu nuéc chau Au va da go
cita nhiéu noi nhung khong & dau coi ong ra gi ca, ké cd nhiing
nai duge gei 14 “vdong quéc toan hoc”. Cudi cing 6ng dén Berlin.
R4t may mén, § day o6ng dd duge ki su Klaye hi€u duge ¥
tudng cha ong. Tuy Klaye khong hi€u hét noi dung ma N.
H.Abel da trinh bay, nhung Klaye lai hi€u duge nang luc to
lon ¢ia N. H. Abel. Nam 1826 Klaye da giap N. H. Abel cho
ra doi tap chi "Li luin va todn hoc". Ba sé ddu cia tap chi da
dang 22 bai phat biu cua N.H. Abel, gigi thiéu cac coéng trinh
nghién ctu toan hoc cia N. H.Abel. Nhing thanh tyu xuft sac
caa N. H. Abel didn dan d4 thu hat sy chu ¥ cua gidi toan hoc
chau Au. Chinh vi vay ma tap chi nay ndi tiéng cho dén tan
ngay nay.

Thang 5-1827, voi tAm long thuong nhd qué huong T6 quée,
N.H.Abel trd vé thdi dé Otslo. Tuy nhién, & qué huong thi éng
lai khong tim duge céng viéc gi thich hgp. Thiang 9-1828 bén
vién si han 1dam khoa hoc Phiap da yéu cdu vua Sale XIV giap
do vat chat, tao diéu kién dé N. H.Abel nghién cdiu khoa hoc.
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Nhung do vdt va qua d9 ma bénh lac cda ong lai tai phat, de
doa dén tinh mang cla 6ng Ngay 6- 4 ~ 1829, ngoi sao sdng
ruc trén bau troi toin hoc da tiat lan.

Ngay 9-4~1829, ngudi than trong gia dinh d4a nhan duge mot
bic thu tit Berlin gii dén véi noi dung :

"Ong N. H. Abel kinh mén !

Trutng ching té6i quyét dinh tén vinh 6ng la gido su toan
hoe clia trudng.

Chiuc ming vinh du dd caa éng !

Truong dai hoc Berlin®

Nhung btdc thu nay di dén cham, éng da qua déi trude dod
3 ngay. '

Ngay 28-6-1830, Vién Han lam khoa hge Phap da trao giai
thudng 16n cho N.H.Abel.

Dd la nhitng vinh quang s: v khi dng 44 qua dai.

Tdt nhién, N.H.Abel khong chi cd cong lao doi véi vige giai
phuong trinh bac 5.

Lai ¢d cAu chuyén vé viéc giadi phuong trinh cd bac rit lon
nhu sau : Vi dai sd Ha Lan cé lan da ndi ddc vdi vua Henry IV
rang, nudc Phdp khéng ¢ nha todn hoc niao co thé gidi duge
bai toan do Adrianus Romanus (1561 - 1615) nguasi Ha Lan
dat ra nam 1593, vi bai toan niy doi héi phai bist cdch giai
mot phuong trinh bac 45. F. Viete duge trieu dén. Sau khi xem
xét bai toan, chi vai phdt sau éng nhan ra méi lién hé luong
giac dac biét va dua ra 2 nghiém, sau dd thém 21 nghiém niia.

Trong cudn "De numerosa’. F. Viete da trinh bay mot qua
trinh ¢d hé théng noi chung dé tim xdp xi lién tiép mét nghiém
cia mot phuong trinh. Phuong phdp nay sé rat mat cong stdc
khi gidi cdc phuong trinh bac cao nhung dia duge dung cho dén
hét the ki XVI.
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8. HAI NGOI SAO SANG CHOI TREN BAU
TROI LICH SU TOAN HOC

Trong 2 th& ki XIX va XX, lich
s toan hoc chau Au di xuit hién
hai ngdi sao toan heoc mdi. Mot ngdi
sao viua dugce gidi thiéu & muc 7, dg
la N. H. Abal. M6t ngoi sao khace la
nha toan hoc tai ba Evariste Galois
(Galoa) {26.10.1811- 31.5.1832)
ngudi Phdp.

Nam 1824, v6i tai ba cia minh,
N. H.Abel da md& canh clita bi mat
kéo dai sudt 2 thé& ki. Ong da ching
minh dugc rang phuong trinh bac 5
tong qudt 1a khéng thé giai duge
bang can thuc. Tuy viy, cd nhiing

phuong trinh bac 5 dac biét, vi du - £ Glois
x-382=0; (8-1)
¥ +x+1=0 (8~2)

thi c6 thé giai duge,

Phuong trinh (8-2) tuy khong thé d& nhin ra, nhung chi cén

bign déi

5 L3 W2 2

YAx Al =2 ~x+D T Fx+ D (8-3)
thi thidy dugc.

Nhu vay phuong trinh bac 5 chi giai duge v6i nhitng diéu kién
nhit dinh.

N. H. Abel trong miy nim ngin nguai cua ddi minh da miét
mai nghién cdiu, nhung rdt tiée la chua kip thuc hién duge y
d6 thi dong da khong con nua. Tra 161 cau hoi nay lai phai cho
dén tai ba cta E.Galois.
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Nam 1828 ngudi thanh nién E.Galois chi ra dugc khi nao
thi mot phuong trinh cu th& khong thé gidi duge bang cén
thie. Luc do ong chi la mét hoe sinh trung hoe & tudi 17.

Ca E.Galois va N. H.Abel ¢ nhiéu di€m giéng nhau rit dang
kinh ngac, dd la déu ¢ canh ngheo khd, déu cang nghién ciu
phuong trinh bac 5, déu chiu aAnh hudng rdt siu sic cia thay
gido, déu dat duge thanh tuu trong canh ngd bi dat, déu qua
dsi lic con rét tré va cing déu cd duge vinh quang sau khi
dd qua ddai.

E. Galois ra d&i ¢ mot thi trdn ngoai 6 Paris. Nam 12 tudi
sng vao hoc trung hoc. Luc ddu, nhiéu thdy gido cho rang ong
"khong c6 tri khén', la "khic g khd déo". Nhung khéng vi thé
ma E. Galois 14y 1am khd chiu. Ba nam sau, 6ng duge gido su
H. J. Vernier day toan. Dudi su diu dat caa H.J. Vernier, E. Galois
da dugc ti€p can véi nhidu tic phdm toin hoc ndi tigng.

Nam 16 tudi (1827) E. Galois bdt dau di sau vao nghién ciu
li luan phuong trinh. Ong cho ring, tuy N.H.Abel d4 c¢d nhiing
thanh tyu ndi ti€ng thé& gidi nhung chua gidi quyét duge vdn
dé : khi nao thi mot phuong trinh giai duge bang can thic. Do
vay E.Galois da di sau nghién cdu vdn dé nay.

Nam 1828, E.Galois lai duge mot -
thiy gido toan hoc iai ba gidp d& va
nhd vay ma ong di cd nhitng phat
minh mang tinh thoi dai. Ong da giai
guyét triet dé vian dé didu kién dé€
phucng trinh dai s6 giai dugc bang
can thie. E.Galois da vui sudng phét
dién lén, 6ng da tap hop thanh qua
dé gii dén Vién Han lam khoa hoc
Phap dé€ tham dinh.

Ngay 1-6-1828, Vién Han lam
khoa hoc Phap d& hop d€ xem =xét
luan van cia E.Galois. Chd tri Vién
Han lam khoa hoc Phap la gido su

A-L. Cattchy
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Augustin ~ Louis Cauchy (Cosi) (21.8.1789 - 235.1857). Khi
A.L.Cauchy md tui hé so cia E.Galois ra thi khéng thay tai
litu dau nia.

Théng 1-1830, sau thdi gian cam cui thu thap lai, E.Galois
lai gi luan van cia minh cho Vign Han lam khoa hoc Phap.
Lan nay, Vién Han lam khoa hoc Phap da nhudng tu cach thdm
dinh cho vién si Jean ~ Baptiste — Joseph Baron Fourier (Phuria)
(21.3.1768 ~ 16.5. 1830). Pang tiéc 1a khong chdy dén cude hop,
vi tudi cao sdc y&éu J.B. J.B. Fourier da qua doi. Nguoi ta chua
bigt dudge ddnh gid cia J.B. J.B. Fourier ra sao, va lai khéng
tim duge luan van cta E.Galois d dau nita.

Da hai ldn bdt hanh dén vé6i E.Galois nhung 6ng khéng nan
chi. Nam 1831, l4n thd ba ong lai gii luan van ciia minh di.
Lan nay lai do giao su Siméon — Denis Baron Poisson (21.6.1781 -
25.4.1840) phu trach danh gia luan van. Sau 4 thiang xem xét,
cudi cung 5.D.B. Poisson viét m&y chit trén bia luan van : "Hoan
toan khong thé hifu dugc”. Nhu vay la toan bs luan van lai bi
dua vac kho tu liéu va lang quén.

Lic d6 E.Galois lai bat ddu ddn than vao cudc cdch mang
tu sdn Phap. Thang 5~1831 ong bi bat bé ti v6i toi danh muu
sat nha vua. V& sau vi ching cd khéng ddy di, dng duge tha.
Ngay 14-7 nam dd, éng lai bi bat, dén ngay 29-4 nam sau lai
duge tha. Nhung bon phan déng khong dé yén cho ong, da rép
tam dwa E.Galois vao tran ddu vi tranh chdp tinh yéu. Sang
sdm ngay 30-5-1832 trén tham c6 canh bo hé, 6ng da phai
nhian mét vién dan véo bung. Sauw 24 giy, nhi toan hoe thién
tai chua day 21 tudi da ti gia coi dai.

Trude ngay ddu sung, E.Galois da kip tap hup todn bf céng
trinh todn hoc cua minh giao lai cho ngudi ban than la Auguste
Chevalier. Ong viét : "Vé Ii luan phuong trinh, toi da nghién cdu
diéu kién co thé€ giai phuong trinh bang can thic. Diéu nay da
giup toi.phat trién li luAn va mo t4 tdt cd moi thay d8i dsi
véi phudng trinh lam cho phuong trinh nay khéong thé dung
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can thuc dé giai duge. TAt ca nhitng néi dung nay déu cd thé
tim thdy trong luan van cta toi".

... "Hoan toan khéng cédn thdm dinh tinh dding ddn cda dinh
i ma cdn hi€u tam quan trong cta nd. TU nay, t6i hi vong
rang, s& c6 ngudi phat hién, chinh i nhitng diéu dd dé bién no
thanh didu c6 ich". Nhung réi ludn van ciua dng cing lai khéong
duge dua dén noi 6ng mong mudn.
Theo nguyén vong cta B Galois,
A.Chevalier da dang bic thu cia dng
trén "Binh luan bach khoa".

Nam 1846, nha toan hoc Joseph
Liouville (24.3.1809 - 8.9.1882)
ngudi Phdp, trong khi chinh ¥ lai
nhiing di cao cta E.Galois da rét
kinh ngae khi phat hién ra lusn van
cia 6ng va J.Liouville lién dua né
lén tap chi todn hoc cta minh. Nh
dé da lam s6ng lai dda hoa todn hoc
day tri tué cia loai ngusi da bi vid
dap 14 nam troi.

£ Liouville

Thanh twu cia E.Galois da mé ra mot linh vic méi cho daj
88 hoc : "Li thuyét nhdm", Day 14 mét nganh todn hoe day sic sdng.

Th€ nao goi 1a "nhém" ? Nhém la mét khdi niém duge dinh
nghia chinh xac. Sau day ching ta gidi thigu khai qudt vé nhom :

Gia sUt «, 8, y la mot phép th€ cua 1, 2, 3, tidc 4 x, thay
cho x,, Xy thay cho x,, x, thay cho x,. Ta cd :

X X, X
b (8-1)
Xn, Xﬁ Xy
Vi phép thé vita néu phu thudc thd ty cdc dai lugng nén cd
thé viét :
X, ¥ X Xq Xy X )
2 hoac ! (8-2)
Xy X, X, X, X3 %,
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Vai ba g6 hang {(ba cot) thi duge 6 loai :
X, X, X, X, X, X, X, X, X,
I = ;A= "l b = e
Xy X Xy X XX X3 X %
X Xy X3 X X X3 Xy Xy Xy (8-3)
c = 1 d e = 1.
X X3 % X3 X5 %4 Xy X %3
Md&i phép thé goi la phdn tiz. Phin td khéng dd8i thd tu goi

la phén ¢ don vi, dd chinh 1a (I) & (8-3). Bién d6i lién tigp
hai 14n thi goi la "tich", duge ghi 1a ".". Vi du :

[xl X5 X X X5 %, X Xy X3

a.c¢c =

, = = d.
X, %3 X X x5 X Xy X5 X

Tich hai phan td la phdn ti don vi (I) thi phan td thd hai
goi 1&2 phdn i nghich dio. Nhu ching ta dé thay :

a. b = I, thi b chinh 14 phan 11 nghich ddo clia a va cd thé
ghilab = al

R6 rang, cac phép thé ba s hang sé cd tinh chdt nhu sau :

1. Tich cua hai phdn ti bat ki van 12 mét phdn ti. Diédu
nay cd thé bifu thi nhu bang 8-1.

Bing 8-1
Tich ctia hai phén ti

: I a b c d e |
I I a b c d e
a a b I d e c
b b I a e ¢ d
c C d I b a
d d c e a I
e e b c b a I

2. Tich cta phan ti théa man véi tinh chdt két hop
a.(b.c) =(ab).c.
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3. Tén tai phan ti don vi L.

4 D6i voi bdt ed phan ti nio cing tén tai phan ti nghich ddo :

=b,b71-—*a,c—'=c,d_1 id,e_]=e.

Phép két hop cAc phin td théa mén 4 tinh chét vira néu,
d6 chinh 1a "tich” xac dinh mot nhom. E.Galois da bi thu hat
bdi khdi niém nhom nay vai nhy dd, 6ng da phdt hién ra rang,
méi phuong trinh dai s6 c6 mdt nhém bién déi pban dnh dac
trung cua nd.

9. DIEU NGHI NGO VE "VU AN CHIEC VUONG
MIEN"

"Vu an chidc vugng mién" da trd thanh cau chuyén lich sa.
Dén nam 1581, tuc la sau 18 thé& ki, ké ti khi xay ra vu 4n,
Galileo Galilei (16.2 1564 — 8.1.1642) ngudi Italia (lic nay mdi
17 tudi) ciing da c6 hdng tha d6i véi "Vu 4n chiée vuong mién”
Ong rit ngudng mo hoc gia -
Archimede. Ong da doc nhiéu
sach cta Archimede va cd thai
dé hoc tap rat cdn than. Mot
hom, 6ng doc cudn "Ban vé luc
ndi" cha Archimeéde, trong dd
c6 rdt nhidu tranh minh hoa,
khién 6ng rdt ngac nhién. Thi
ra trong sdch Archiméde da mé
td dinh luat cda minh bing
hinh vé.

Su kién trén day da lam cho
G.Galilei cd nhing hoai nghi
vé "Vu an chigc vugng mién"
Ong cam thdy nha toan hoc

G.CGaliler
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guy nghi chat ché nhu Archiméde quy&t khéng thé chi ding lai
d két luan néng can : "Nude ma chife vuong mién lam tran ra
nhiéu hon nugc ma khéi vang rong lam tran ra", nhu vay !
Archimade nh&t dinh sé tim ra trong vuong mién pha trén bao
nhiéu bac. Song, néu theo cach dé ndi trong cidu chuyén & muc 1
thi phai do that chinh x4c th€ tich nudec ma vugng mién va
khéi vang rong lam tran ra. DAy cd th& la viée lam cuc ki khg
khan. G.Galilei cho rang, Archiméde da lam cach khdc tinh vi
hon nhiéu va da xdc dinh duge thanh phdn bac cd trong chide
vuong mién. Vay, néu téi 13 Archiméde thi t6i phai lam gi ?

Thé 1a G.Galilei da dung "nguyén li don bdy" va "nguyén li
luc ddy cda nudc” cia Archimeéde lam co sd dé tim ra phuong
phap chinh xdc hon. Troi khéng phu ngudi cd céng, cudi cing
G.Galilei da thanh cong. Ong da mé ta cach suy nghi ciia minh
trong bai "Chiéc can nhé". Trong bai viét nay ldn ddu tién thé
hién thién tai cta ong.

Chic ban doc muén biét "Chiéc can nhé" cua G.Galilei 1a th&
nao ? Hinh 9-1 mé ta diéu ma o6ng di vist. Nhin bé ngoai no
riat giéng mot cdi can thién binh, chi khac la trén doan XY &

{inh 91
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canh tay dbn cd chia
nhitng d6 ngin. Qua cin A

cd thé chuyén dong trén ge iEIS

doan cd chia d6 (XY) va A O CE

ching ta ¢ thé dec duge N

vi trl cia nd. Tuy ndi la 0 Vang

"Chiec can nhd" nhung su W,

thyc khong phai la nho, A X B

bdi vi canh tay ddn dai ! |

hon 1 mét, chi cd doan O

chia do (XY) la bé, chi

cd 2 — 3 mm. —-—W1 b) Nudc
Vay doan chia d9 (XY)

nhu thé nao ? Hay zem Hink 92

hinh 9-2. Trudc hét tai

di€m B ta treo mdt m&u vang cd trong lugng W . sau dd treo
qud cdn & difm A sao cho nd cién bing v4i miu vang (WI)
(hinh 9-2a). Rdi thd mdu vang vao nudc (hinh 9-2b). Lac dd
méAu vang chiju tac dung cta luc ddy cda nude, lam cho luc tac
dung lén B nhe di mét it. Mdc cin bang bi pha va. D& gitu
duge miic cdn bidng mdi, tdt nhién phai dua qui ean vé bén
phai didm A, tdc la diém X.

Dudi day ching ta s& néi rd, viée xic dinh difm X khong
¢ lién quan gi dén miu vang. Day 1a ché tuyét voi cia chiéc
can A.Galilei.

Trén thuc t€ gia dinh thé tich m4u vang la V, con ti trong
(trong lugng cia modt don vi thé tich) cia vang la d,. Vay
trong lugng mau vang W, cd thé tinh duoc :

Wi =dg . Vg, O-D

Khi mau vang duge thad vao nude, do chiu ste ddy cia nude,
luec tde dung lén B gidm mot lugng bang trong lugng cua thé
tich nudc ma mdu vang chiém ché (bing thé tich m&u vang V).
Cho nén tai B chiu mét lvc la (d, - 1) V..

Tt (9-1) va theo nguyén )i don bdy, ti hai 14n can ta cd :
W,.0A=W,. OB=d;. V,. OB;

W, . OX = (d; — DV, (9-2)
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Tit hé phuong trinh (9-2) ta cd :

-— 1
0X = (1 - d—ﬂ) . DA (9-3)
Ti (9-3) thdy rang, vi tri X chi lién quan dén ti trong d
clia vang va vi tri cia A, ma hai dai lugng nay khong thay
dai, vay vi tri cia X {a ¢ dinh.
Néu ta d6i miu vang 13 mau bac va cing lam nhu trén thi
ching ta dude vi tri clia di€ém Y cilng cd dinh.

Bay gis ta clng lam nhu vay d8i vdéi chiéc vudng mién sé
xdc dinh dugc difm Z ¢ gita di€m X va di€m Y (hinh 9-3).

*“:‘—%:h!\HlHHHHHHHHHHHIM

Hinh 9-3

Trong bai "Chic can nhoé" cia G.Galilei ¢ ndi "D¢ dai ZY
so voi d6 dai ZX chinh la ti 1& trong lugng gilta vang va bac
trong chidc vuong mién".
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Phép ching minh cia G.Galilei khong cd gi khd higu d&i vai
hoc sinh trung hoc. Gia thiét, vudgng mién cd trgng lugng W,
trong dd trong ]uang phan vang 14 u va phin bac la v, dung
d, va d, dé€ chi tl trong cda bac va cia vuong mién. Vay theo
quan hé¢ tuang duong trong lugng va thé tich ta cd :

u+v =W,
vwoov % (9-4)
d(i ds dk .

Day la hé phuong trinh bac 1 hai 4n nén dé dang giai dugc :

e

e

(i—alz) * (9-5)
JENESS R

Ma ti 1é trong lugng pitta vang va bac 1a ;
1 1 1 1

U:vz(az_ﬂ:):(d_a_d—k)' (9-86)
Tuong tu (9-3) ta cd
oy = (1 —di)f)x_ﬁx;
v (9-7)
O = (1 - ;) .0R.
k
Vay
—_ 1 1 1
2veuX = [(1-g ) - ()] {0-g) ) =
11 1 1
G G e
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Ta (9 - 8) va (9 -6) ta cd :
w:v=2Y : ZX. (9-9)
Day 1a k&t luan cta G.Galiei.

"Vu an chie vuong mién" 1800 nam vé trudc da duge G.Galilei
k&t luan. Ti dd néu ai mubdn biét trong chifc vuong mién cé
bao nhiéu bac thi cing da cd cach tim dugc. Nhu vay han moi
ngudi dd min nguyén. :

Tuy nhién, ltc d6 Archimede c¢d lam nhu viay hay khéng,
hoac 6ng chua lam nhung cé nghi nhu vay hay khéng thi dén
nay vAn khong thé kiém tra duge. Chi biét ring, tai ba cua
G.Galilei da néi ti€ng qua "Chiéc can nhd™

10. CAC BIEU TUONG KHAC TREN BIA MO

T ¢8 chi kim, hiu nhu chi ¢d trén bia md cia cdc nha todn
hoc méi khdc nhitng didu don gidn nhung ¥y nghia siu sac. Trén
bia md cta ho thudng chi khdec moét hinh ho#ic mét con sb
nhung dd 1a bifu tugng sang chdi ma nha toian hoc da theo
dudi sudt dai. _

Nha toan hoc Ludolph von Ceulen (1540 - 1610) ngudi Duc
da rdt ty hao vé viéc ong tim duge gid tri cia n véi 35 sb
thap phian (nim 1610) nén da di chic la khic lén bia mé cua
ong 35 80 thap phan nay.

Nha toan hoc William Shanks (1812 - 1882) nguai Anh da
tim ra gid tri cia m v4i 707 s6 thap phan nén sau khi éng qua
ddi ngudi ta da khac lén bia md ctia 6ng cau két tinh tam
huyét ca doi éng : 707 s6 thap phan cta z (hinh 10-1).

Nha toan hoc Archimede trong cdun chuyén "Vu an chiée vuong

3

mién" di néi & muc 1 thi trén bia mé cla dng cd khic mot
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o
i2suiis
reFet i

Hinh -1 Hink 16-2
hinh tru trén ¢d chiéu cao biang dudng kinh va trong long hinh
tru dé cd chida mét hinh cdu ma dudng kinh cua nd diang bing
chiéu cao hinh tru (hinh 10-2). Bi€u tuong nay thé€ hién phat
minh sau day cha Archiméde :
Ti s6 giita thé tich cGa hinh cdu va cia hinh tru bang ti s6
" gilta dién tich cia hinh cdu va dién tich toan phén cda hinh tru

‘ 2
va bang 3 tdc la

XC‘ = i -2 (10-1)
Vo S 3
G hinh hoc l6p 9 ta da bist
thé tich va dién tich (toan
phdn) cta hinh tru trdn thing
(10-2) h

S; = 2aR(R + h),

trong ddé R la ban kinh ddy ;
h 14 chiéu cao.

ding (hinh 10-3) tinh theo
cong thic :
2y .
VT = aR*“h 3 R

Ta (10-1), (10-2) va cha y
la h = 2R, ta duge : Hinh 10-3
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Ve _ Ve o Y _2
Vi aR*%h - 27R® 37
(10-3)
Se 8 8 2
S;  2rR(R+h)  gzrZ 8
Viy
4
ch—JIRS;
3 (10-4)
S. = 4zR?.

[

Day la cong thic tinh thé tich va dién tich hinh cdu suy ra

tii phat minh cia Archiméde.

Diéu bdt ngt ¢ day la, tdm

bia trén md cda Archiméde lai
khong phai do ngudi than hay
ban bé cta ong khac lén, ma
chinh la do ké thu cia o6ng, dd
12 tubng Marcellus cua La Ma
dd titng kinh hoang khi nghe dén
tén 6ng nhung lai cing rdt kinh
phuc ong. _
. Nha toan hoc ndi tiéng
Jakob Bernouilli (27.12.1654 -
16.8.1705) ngusi Thuy Si thi co
nhiing cdng hién quan trong
trong rdt nhiéu nganh todn hoc.
Nhung diéu ma 6ng say mé nhat
vén 13 tinh chit ki la cha dudng
xo4n &c xudi va nguge (hinh
10-4). Trudc khi qua doi, ong
yéu ciu sau khi ong khdng con
nita hay khidc lén bia m¢ o6ng
duting xodn 46c nay va ghi dong
" chit : "Eadem mutata resurgo”
(Du t6i da mat nhung vdn con
nguyén nhu cd).
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Trén bia mo cua nha toan hoc dude goi la "thuy t6 cia dai
$6 hoc" Diophantus f{ai hét sdc ki la, nhu mét bai todn ddo

"H#i ngudi qua duing ! a day da chén nam xuong tan cua
Diophantus. Nhitng con s6 dudi day sé& cho cdac ban biét mot
phdn cudc doi éng :

1 N
8 cude ddi 14 tudi du tho hanh phiic,

12 cudc doi tiép theo dd moc lo tho nhing sgi ria

1
"Phai trai qua = cude ddi nita 6ng mdi liy vg,
"Sau dd 1 5 nam ddy hanh phlc va o6 duge mot dida con trai,

"Nhung dda tré nay, cudc séng dep dé ctia nd chi biang méot
ntda bd nd.

5 NAM
\]
[A
¥ Crh :‘—;_S
" I Z o By
7 — F
b —  m—
i )
1y 4 NAM
> ol {
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"Sau khi dda con qua ddi, ngudi b6 séng trong 4 nam day
dau buén sau lang, rdi k&t thic cude ddi & tran the"

Xin héi : Diophantus séng bao nhiéu tudi, 18y vg va sinh con
khi nao ?

Diophantus (246 - 330) sinh ra, l6n lén va thanh dat tai
thanh pho cang Aléchxandria (nay thugc.Cong hoa Arap Ai Cap).
Bai todn dd khidc trén bia mo ctia ong la 1 trong 46 bai toan
dudi dang tho trao phing cd trong bd suu tép cdc bai toan dai
s6 thai Hi Lap ¢3 dai "Hgp tuyén Palatine” (Hgp tuyén Hi Lap)
cia nha ngll phdp Metrodorus, xudt ban vao khodng nam 500.

Trd lai bai toan trén bia md Diophantus. N&u goi x 1a tudi
cia ong, ta ¢ phuong trinh :

e X i Eis=2-4 (10-5)

Giai phuong trinh bae 1 (10-5) ta dugec x = 84, tuc la
Diophantus tho 84 tudi. Ngoai ra con biét thém mét s6 chi tiét
vé cufc doi éng :

X 84
- Tugi tho trong 14 nim 6= % = 14|.
- Dén 21 tudi thi moc lo tho nhing sgi ria
14+5 24+ g
( 12 12~ )
- Ldy vg nam 33  tudi
o1 + X =21 + 2 _ a3
( 7" 7 )

~ C6 con lic 38 tudi (33 + 5 = 38).
~ Con clia &éng séng duge 42 tudi
2 |

(2 T2 )

Trong "Hop tuyén Hi Lap" cling co
bai toan tuong tu dé tinh tudi
Dimochares.

Diophantus cdn dé lai cho dsi bd
sach "Phép lam toan’ Bo sach nay da Fuclid
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c6 anh budng rit lon vé sau, la tic phAm vé dai s6 vao loai
<6m nhit va cd tAm c@ ngang véi bo sich "Nguyén li" cta
Euclid (330 - 275 trudc Céng nguyén) ngudi Hi Lap cd dai.

11. AI DA TiM RA DINH Li PYTHAGORES ?

Trong hinh hoc 16p 8 dinh
i Pythagores dugc phat bi€u
nhu sau : "Dién tich cia hinb
vuéng dung trén canh huyén
cta tam gidc vudng bang tong
_dién tich cua hai hinh vubng a
dung trén hai canh gde vudng' ‘ €
(hinh 11-1), tdc 1a

a2 + b2 = ¢, - (11-1) B

trong dd a, b la hai canh gde
vudng ;

c 1a canh huyén. Hinh 11-1

Dinh li Pythagores cd thé
phat bifu dang khac : "Trong
tam giac vudng, binh phuong
do dai canh huyén bang téng
binh phuung do6 dai cia hai canh .
géc vuong".

Nha toan hoe Pythagores
sinh nam 569 trudec Cong
nguyén tai ddo Samos thudc
Hi Lap 6 dai, sSng 8 nhiéu noi
(thanh Miletus, mién Nam
Italia, ..) va trong modt cube
Pyihageres bao dong cua dan ching
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nam 489 trudc Cong nguyén
ngudi ta phdt hién duge thi thé
cia éng trong ngdi trudng bi chay
& Metapontum. Ong duge xem la
ngudti da ching minh dinh li nay
sdm nhdt (hinh 11-2). Co nhiéu
phéng doan vé cdech chding minh
cia o6ng nhung nhiéu ngudi cho
rang ¢d & ong da ching minh
bang cach tach ra titng phdan.

Theo truyén thuyét, nhiing
ngudi theo trudng phai Pythagores
Hinh 11-2 da vui mung khén xiét khi ong
ching minh duge dinh li nay va
ho da giét 100 con bd dé an mung, vi vay dinh li nay cbn cd
tén !a "dinh li 100 con bd". Nhung day 13 bd dugec nan bang
bot, vi nhitng ngudi theo trudng phdi nay cd diéu lé cdm ki
moi cudc d6 mau (sat sinh). Tuy vay, ho lai rdt bi mat didu da
ching minh dudge, cho nén cach ching minh xua nhét vé& dinh
li nay con truyén lai dén ngdy nay la cich ching minh duge
néu trong bg sach "Nguyén ' cia Euclid.
- Can nhdn manh 1a, dinh li Pythagores cdén cd tén la "dinh
i tam gidc". Va nhu di néi & trén, cho dén nay viéc khing
dinh ai da ching minh dinh N nay ddu tién vdn chua ¢6 cdu
tra 19i chinh xdc. Theo thdi quen ngudi ta van cho 14 cua Euelid.

Xem xét ki cac tv liéu ngudi ta cho rang, ngudi Babilon cd
dai thoi Hammomurabj {khodng thé ki XVI truéec Cong nguyeén)
da biét dung "dinh li tam gidc" khi tinh chiéu dai dudgng chéo
hinh chit nhat.

3 Trung Hoa cd dai, khodng thé ki XI trude Cong nguyén
ngudi ta di bi&t tam gidc ba canh 3, 4 va 5 14 tam giac vuong
(Trdn Hao) va dé&n thé ki VI trudc Cong nguyén ngudi ta da
bigt truong hop téng quat cua “dinh li tam gidc" (Seng Xu).
Trong bd sach "Chu bi toan kinh" ra doi vac khodng ddu thé
ki II trudc Cong nguyén da ghi lai doan d6i thoai gita Chu
Cong va Thuong Cao & thé& ki XI truée Cong nguyén : " Canh
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ngan 3, canh dai 4, phit hgp vdi canh §°
va dé cap dén cach s& duyng “dinh Ii tam !
giac’. Trong bod sach nay con ndi dén
hinh 11-3 (goi 14 "Huyén d6") khdc trén , N
dd vé ching minh dinh li nay va viéc LZ
Trdn Ti thé€ ki VII trudc Cong nguyén di
giai thich "dinh U tam gidc" nhu sau :"Ti 1\ -
mét diém kéo nghiéng dén Mat Troi, tu ELA\X A
Mat Trai ha xuéng ta gap canh ngan. '

Chigu cao ctia Mat Troi la canh dai. Liy
tdng binh phuong clia canh ngin va canh
dai dem khai phuong ta s dugc dudng xién Mat Troi

fiinh 113

Trong chuong IX cia bd sach kiét xudt "Sach toan chin
chuong” cia Trdn Sanh cing ndéi dén "dinh 4 tam gidc” dudi
dang quy tic "ciu - cd" ("cau" la canh ngang, thudng la canh
“ngAn hon, "c6” la canh ddng) va dng
dua ra hinh 11 4 d€ ching minh "dinh
H tam giac".

Vao thé& ki III, hoc gia Trieu Quan
"Khanh (Triéu Hiép) ngudi nudc Ngo
a-b (thi Tam Quodc) di chd gidi bd sach
"Chu bi todan kinh" va da giai thich

c s
b b *dinh Ii tam gidc" bang hinh ve. Day
a cd 18 1a ching minh “dinh li tam giac"
g6m nhdt ¢ Trung Hoa cdn luu truyén
Hinh 11-4

dén ngay nay.

Cdc nha toan hoe An D@ bist "dinh li tam gidc" trude thé
ki VIII trude Céng nguyén véi ndi dung la : "Dién tich hinh
vuéng dung trén dudng chéo cia hinh chit nhat bang téng dién
tich hai hinh vudng dung trén canh ngang va canh doc¢" hosc
ngin gon hon : "CAi tao ra trén hai canh bing cai tac ra
trén dung chéo”. Nha todn hoc Bhaskasa da chdng minh "dinh U
tam gidc" don gidn hon ngudi Trung Hoa ¢hinh 11-5). Céch
chiing minh "dinh |j tam. gidc® trong sdch gido khoa hinh hoc 8
hién nay (vé chiéu cao lén canh huyén) la ching minh
ctia Bhaskasa.
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The ki VII, trudéec Céng nguyén ngudi
Ai Cap c6 dai cing da biét diang sgi day
cd cac niut danh dau 12 doan cach déu
nhau d& dung géc vudng. Ho di do ba
canh Ung vdi 3, 4 vA b doan réi dong ba

-6 coc &n dinh ba dinh tam giac (hinh 11-6).

“Q a Khi d6 trén mat d4t gde vudng duge tao
C bdi hai canh c6 d6 dai 3 va 4 doan va

ik 11-5 ho di dung céach dung nay khi lam dan

harpe. "Dinh li tam gide" 8 day duge ding
nhiéu trong x4y dung va goi la "tam giac Ai Cap".

Nhu viy 14 cg rdt nhiéu cach chdng minh "dinh lf tam gidc™.
Trong cuén "Ménh dé Pythagores" xudt ban ldn thud hai (1994)
E .8 Loomis da thu thip va phan loai duge gan 370 cach ching
minh dinh li néi tiéng nay.

"Dinh i tam giac” 1a dinh 4 hinh hoc déu tién cha nhan loai
nhung 14 mét trong hai dinh li quan trong nhit cia hinh hoc,

Hinh 11-6
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Nh& dinh li nay ma ngudi ta da tim duge nhiéu hé thic trong
cac hinh, tinh cédc canh, chiéu cao, trung tuyén cua tam giac,
dudng chéo, hinh binh hanh , ..
"Dinh H tam giac" don gian
nhung i thd, dén nnic nhiéu
nha toan hoc cam doan ring,
néu cd con ngudi ¢ cac hanh
tinh khac thi mot trong nhing

—

dinh H hinh hoc déu tién cd gia
tri ma ho tim ra cing sé& chinh

la "dinh l tam giac”. Do vay da

c6 du an dé nghi xay dung cée

cbng trinh hodc tudng cay xanh

tao thanh tam gidc vudng cd ba

canh 3, 4 v 5 khéng 16 trén

canh déng 16n dé lién lac vdi

ngudi ngoai Trai D4t. That la Hinh 11-7
mot du an it tén kém.

Con trong cac thong diép ma hai tram tham dé Voyager 1 va
2 cta M§ phong lén vi tru ngidy 8-9-1977 cing ¢ mot bic
vé bi€u dién "dinh l tam giac" (hinh 11-7).

12. DIOPHANTUS VA BO BA SO TAM GIAC

Lién hé mat thidt véi "dinh 1f tam gidc" 14 bai toan tim céac

s6 nguyén dudng (x, y, z} thoéa man diéu kién (dinh Iy (11-1) :

x* +y? = 2* (12-1)

d€ ching cd thé 1a ba canh cia tam gidc vudng, dd la b6 ba
s6 tam gidc.

(12-1) la phuong trinh v6 dinh bac 2 ba 4n. D& giai phuong
trinh nay, chi cdn xét trudng hgp x, y va z nguyén té cung
nhau timg d6i mot, cac trudng hop khac cd thé quy vé trudng
hop nay.
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Bé ba s6 tam gidc cd gid tri bé nhat la 3, 4, 5 ma ngudi
Ai Cap c6 dai da bi6t tit the ki XXIII truée Cong nguyén.

Cd nhitng su kién bi che diy mai vé sau nguti ta mai phat
hién duge. Céng lao ddu tién thudng 13 nh¥ vao cic nha khao
c8 hoc. Nhu cdc tdm dit sét nung (nhu sanh) cd chit caa nguai
Babilon ¢6 dai duge khéc bang mii dao nhon ed ti the ki XIX
dén th& ki XVI trudec Cong nguyén, tuc 1a trude rat lau so véi
thdi Pythagores nhung méi tim duge vao nam 1945. Ngudoi ta
da tim thdy khodng 50 van ban, trong d6 ¢S 150 ban vdi cic
bai todn cd lui giadi va 200 bang sé. Ngusi ta da doc duge mét
phan ban thao ki la trén cic tdm d4t sét nay. Mot s6 tam dit
sét nay dang duge luu git ¢ Trudng dai hoc Colombia {Mi) cd
ghi 15 bd ba tam giac (15 dong) ma ngudi ta thudng goi la
ban Plimpton 322 (bang 12-1). Day 12 bang s6 ddng chu y nhat
trong cdc bang todn hoc Babilon. Bang nay dugc mang tén nha
toan hoc G.A. Plimpton (1855 -1936). Chir s6 322 13 s6 thu tu
muc nhédp trong bd. Bang 12-1 duge O.Neugebaner {(sinh 1899)
vi AJ. Sdach (sinh 1914) mé tA nam 1945

Bing 12-1
Ban Plimpton 322

[/

119 169 1
3367 4825 (11521) 2
4601 6649
12709 18541 4
65 97 5
319 481 B
2291 3541
7499 1249 8
481 (541) 789 9
4981 8161 10
45 75 1
1679 2929 12
161 (25921) 289 13
1771 3229 14
56 106 {53) 15
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Trong bang 12~1 thi cot bén phai 1a s6 thi ty, d€ dém so
hang (dong), ba cot cdon lai la ba canh cla tam gide vudng. Céc
s0 trong ngoac don 14 nhitng ngoai 16 trong nguyén ban, con
cac s6 bén trdi né la sé lidu da duge chinh (.

Mot bé ba s6 tam gidc khong chita m¢t thita s6 chung nguyén
nao ngoai don vi thi ddé la 66 ba s6 tam gide nguyén thiy.

Hién nay van chua ai cd thé giai thich duge 1a tai sao nguai
Babilon ¢é dai lai cd thé tim ra dudc cdc con s6 dd. Véi cac
s6 rat ldn cd trong bang 12-1 thi c6 18 con lau mai cd ngusi
higu duge.

Hién con rdt nhiéu tdm d&t sét dac biét nay chua duge giai
mé, tham chi chua ai doc dén.

Trude th& ki VI trude Cong nguyén, tdc la sau nién dai ctia
ban Plimpton hon 10 th& ki, ngusi Hi Lap ¢ dai da chi ra
ring, bd ba s6 tam gidc nguyén thiy duge tinh theo cong thic :

X = 2mn ;
= m? — nl . '
y = m° - n-; (12-2)
zZ = rn2 + nz,
trong d6 m, n 14 cdc s6 nguyén t6 cung nhau, cé tinh chén lé

khdc nhau vda m > n. Vidy, nfu m = 2, n = 1 thi ta duge
bo ba s6 tam gidc nguyén thuy cd gia tri bé nhdt (3, 4, 5).

Tu (12-2) ngudi ta tim duge bang mot 5 bo ba sé tam pgidce
nguyén thay & bang 12-2.

Pythagores did dua ra céng thic sau diy dé€ tim bo ba sé
tam gide :

X =m;
1 2

L

z_—z(m-f-),

trong dé m la s8 nguyén duong 8.
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Bing 12-2
Mit sé bd ba sé tam gidc nguyén thuay

X y Z m n
120 119 169 12 5
3456 3367 4825 64 27
4800 4601 6649 75 32
13500 12709 18541 125 54
72 65 97 9 4
360 319 481 20 9
2700 2291 3541 54 25
960 799 1249 32 15
600 481 769 25 12
6480 4961 8161 81 40
2400 1679 2929 48 25
240 161 289 16 8
2700 1771 3229 50 27

Pythagores con dua ra cach tim sau day :
¥, dem binh phuong, roi phan thanh hai s6

vi. Vi du, ldy 2m + 1, ta cé :

Ta dugc :

i

Chang han,

Phan thanh hai s6 : 2244

62

@2m + 1)? = 4m® + 4m + 1.
Phan vé& phai cta (12-4) thanh hai s6 :

2m? + 2m va 2m? + 2m + 1.

2m + 1 ;

2m? + 2m = 2m (m + 1) ;
9m? + 2m + 1

=2m (m+1)+1

lay 67, ta cd :

4489,
va 2245,

Liy mét s0 1é tuy
chénh nhau 1 don

(12-4)

(12-5)
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Ta duge :
67 ; 2244 va 2245
Cac mén sinh cua Pythagores lai dua ra cong thdic

X = m”;

2
y= (T5)% (12-6)

m y 2
z= (=3 )5
trong do m la s6 1é bat ki.
Platon (427 - 347 trude Cong
nguyén) ngudi Athen (Hi Lap)
la nha toan hoc ndi tiéng ciing
da tim duge (12-3) va nam 380
truée Cong nguyén ong da tim
dugc cong thic tuong ty (12-6) :
x = (2m)?;
y = (m’ - 1)?; (12-7)
z = (m? + 1)%

trong dé m la sé 1é hoac s6
chin bat ki .

3 Trung Hoa, vao khoang Plaion
th€ ki XI trudc Céng nguyén
nha todn hoc Thuong Cao cing d4 dé cip dén bd ba s6 tam
gidc 3, 4, 5 va trong bo sdch "Sach toan chin chuong' cing da
dua ra bo ba s6 tam gidc va cdach tim ki diéu hon :

Néu cho hai s6 m, n thi

X = mn ;
1 .
y=3 (m- — nzj ; {12-8)
z = 1 ('rn2 + nz)
3 .

Nha toan hoc Liu Hui (Luwu Huy) (khodng 225 - 295) ngudi
Trung Hoa da diung phuong phap hinh hoc cing tim duge (12-8)
vao nam 263.
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Diophantus da phat hién ra rang,
cdc cong thdc da ¢ d€ tim cic bd
ba s6 tam gidc déu chua tim dugc
tdt ca cac bd ba s6 tam gige, vi du
bo ba s6 (8, 15, 17) thi khong thé
dung (12-3) dé tim duge. T4t nhién,
cung mét bs ba s8 tam gidgc thi cd
thé tim theo cac cong thdc khac
nhau, vi du bo ba s6 (20, 21, 29)
cd thé tim theo (12-8) néu cho m
= 7, n = 8 hodc theo (12-2) néu
chom = 5 n = 2 ThE la 6ng da
bd coéng stic dé tim cach tao nén tit
ch cAc bd ba s6 tam gidc. d

Trong b6 sdch "Phép lam toan" Diophantus dd dua ra cde bd
ba s6 tam giac (5, 12, 13), (7, 24, 25), (8, 15, 17), (20, 21, 29)
, ... vA cing da tim dugec (12-2). Sau d¢ 6ng tim duge céch
sau day : N&u m va n la cdc s6 nguyén dudng ma VZmn 6
thé thue hién duge thi

Liu Hui

x = m + ¥2mn ;
y=n + V2mn ; {12-9)

z=m +n + V2mn.

Dung céng thic (12-9) ta ¢d thé tim dudc tdt ci cdc bé ba
s6 tam giac (hay tdt cd cdc nghiém cia phuong trinh (12-1)) ;
Mot s6 bd ba s6 tam gidc trong s§ dd nhu bang 12-3.

Bing 12-3
Mot s6 bd ba s6 tam gidc tim duge theo (12-9)

m n X+y =2

1 2 3’ + 4* =5

1 8 5% + 12 = 13°

2 4 6’ + & = 10
| 1 18 T+ 247 = 25°
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2 9 8+ 15 = 17
3 9 + 127 = 15’
1 32 9 + 40" = 417
2 16 10° + 24° = 26°

13. NUGC PHAP VA NUGC bUc
PEU TREO GIAI THUONG

Phuong trinh (12-1) chi 1a trudng hgp riéng khi n = 2 cda
phuong trinh téng quét
x"+y" = 2" (13-1)
trong dd n la s6 nguyén dudng.
Phuong trinh (13-1) dugc rdt nhiéu nha todn hoe nghién cdu.
Nam 1621, nha todn hgc
thigén tai, ndi tiéng nhit chau
Au thg ki XVII, Pierre de
Fermat (Phecma) (3.8 .1601 -
15.1. 1665) ngudi Phap da mua
duge bd sach "Phép lam toan"
ciia Diophantus & cita hang s4ch
Paris bang tiéng Latinh. Bé
sach nay di gay sy hdp din
dac biét d6i voi éng. Hon 10
nam sau dd, 6ng thudng xuyén
doc di doc lai bd sach nay va
méi 14n doc éng déu cd nhing
15i binh phim ghi bén 16 sach. .

P, de Fermar
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P.de Fermat rit cé s3 trudng néu vdn dé, cé nhidu céng hién
trong nhidu linh vye. Ong v6n la quan tda, chi lam toan nhu
mot thu vui, hon nita thdi dd chua ¢6 cdc tap chi todn hoe,
nén nhiéu tic phdm cua 6ng duge tap hop lai td cdc sich ma
ong da doc va ghi chép bén 16 siach. Dén nim 1665, 6ng 6m
chét, chi luu lai nhiéu ban thao va ghi chép. Nam 1670, khi
sdp x&p lai céc tai lidu con lai clha Ong, con 6ng da tinh o
phat hién duge mét doan chid thich bang tiéng Latinh cia ong
viét nam 1637 : "Bi€u thi 1ap phuong (liy thita 3) cia médt s
nguyén duong thanh téng lap phuong cla hai 56 nguyén duong ;
biéu thi ldy thita 4 (mid.4) cia moét s6 nguyén duong thanh
téng lay thita 4 cba hai s6 nguyén duong ; hoac ndi chung 13
bi€u thi liy thita nguyén duong ldn hon 2 (s6 md nguyén duang
lén hon 2) cia mot s6 nguyén duong thanh tdng liy thiua cung
bac (cing 6 m@) cia hai s6 nguyén duong la diéu khong thé
duge. THi tin ring cd thé tim duge moét ching minh rdt ding
ngac nhién, nhung vi 1& sach qua chat, téi khoéng lam sao viét
ta duge”.

Doan chd thich nay duge Pde Fermat viét bén 1& tap II,
quyén 8 ctia- b sdch "Phép lam toan". Ching ta cd thé& viét
diéu nay don gian nhu sau :

"Khi sd mi n = 3 thi phuong trinh v6 dinh (13-1) khéng
thé cd nghiém nguyén duong dugc"

Day. 1a "dinh Ii Fermat" ndi tiéng va thuong duge goi 1a "dinh
li 16n Fermat" (d€ phan biét véi "dinh li nhé Fermat") hay "dinh
i cudi cing cha Fermat'. Dédng 16 phdn doan nay phai duge
ching minh mdi goi 12 dinh i duge nhung ngudi ta quen goi
day la dinh i va cing khéng ai thdy cdn phai cAi chinh nita.

*Dinh 1i 16n Fermat” da giy su chd y cia nhiéu ngudi. Con
cla 6ng da cd tim kiém kho tai ligu cda 6ng, hi vong tim dugc
cich ching minh dinh H nay, nhung cudi cing vdn khéng sac
tim dudgc. Nhiéu nha toan hoc ndi tiéng cing da tim cich ching
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minh "dinh li 16n Fermat" nhung déu khéng thanh cong. Sau
hang loat thdt bai va mit thdi gian, ngusi ta bit ddu ngs vye,
cho radng liéu cd phai P. de. Fermat di ching minh duge dinh -
li nay hay khéng ? '

Viéc P. de Fermat da ching minh duge "dinh li 16n Fermat®
hay khéng thi ching bao git ching ta bi&t duge, chl bi&t ring,
tit khi 6ng viét 1én 1& sich (nam 1637) dén khi 6ng mit (nam
1665), khong khi nao 6ng ndi thém didu gl nita vé dinh li nay.
Nhung chinh 6ng da s dung phueng phap tai tinh ma 6ng goi
a4 "phuong phap gidm vé han" d& chi ra ring, vdi n = 3 va
n = 4 thi khéng tdn tai cdc 86 nguyén duong x, y, z thda min
(13-1).

Sau khi P. de Fermat qua doi, rit nhiéu nha toan hoc da
danh ca cufc doi d€ c6 ching minh "dinh li 16n Fermat".

Budc dot pha dau tien la vao ndm 1770, nha todn hge
L. Euler d4 chdng minh thanh c6ng khi s6 min = 3 va n = 4
thi "dinh li 16n Fermat" dung.

Nam 1816 Vién Han lam khoa hoc Phdp da treo giai thudng
che bit cd ai ching minh duge "dinh li 16n Fermat".

Mai dén nam 1823, nha todn hoc Adrien Marie Legendre
(18.9.1752 - 10.1.1833) ngudi Phap va nam 1828 nha toan hoc
Peter Gustav Lejeune Dirichlet
(13.2.1805 —~ 5.5.1859) ngudi Phd da
ching minh duge ring, khong cé bo
ba s6 nguyén dudng nio théa man
(18-1) véi s6 mid n = 5.

Sophie Germain (1776 - 1831),
mot phy nit Phap tu hoc thanh tai
(cd lic mang tén "Ngai Leblanc") da
néu ra dinh li (vé sau mang tén ba) :
. "Néu nghiém cGa (18-1) véi n = 5
AM. Legendre ton tai thi ca x, y, z phii chia hat
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cho 5". Nam 1831 ba lai dua ra dinh li khiac cho phép ching
minh (13-1) véi cdc truong hop x, y, z khong chia hét cho 5,
khi n la céc $6 nguyén t6 nhé hon 100.

Su goi y cia ba S. Germain da gitip cdc nha toian hoc tim
duge diéu kién cho "dinh 1i 16n Fermat',  vi du néu cd
them didu kién n = z thi sé d& dang ching minh dugc "dinh
i 16n Fermat”, dé nhu hoc sinh lam bai tap. Nbu vay, néu
nzz>y=xth

-y (z - y)(z“ + 272y + 2Ty L
‘) >1.nx""! > x" (13-2)
Ti (13-2) ta cd
™+ yt o< 2 (13-3)

Tit (13-3) thdy "dinh 1i 16n Fermat” Ia dung (vi (13-3) khidc
(13-1)).

Nam 1840 mét ngudi Phap da chdng minh duge rang, khi
s6 mi n = 7 thi ""dinh Ui 16n Fermat® van ding.

Nam 1849 Ernst Eduard Kummer (1810 -1893) da ching
minh "dmh i 16n Fermat® véi n la cdc s6 nguyén t6 "dac biét"
nhé hon 100, nht dé nhiing
nam 1850 dinh li nay dugc
ching minh la dang voi tét
cAd cic s6 nguyén duong nhéd
han 100.

Nam 1850 va nam 1853,
Vién Han lam khoa hoc Phap
da hai 14n tuyén b treo giai
thudéng huy chugng vang va
300000 frang cho ai tim ra
duge cach ching minh “dinh 1i
16n Fermat". Diéu nay da kich
thich buéc phat tri€n trong gué
trinh tim ki&m, s6 mi n di ti
100 lén dén 216. D.Hilbert
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Nam 1900, tai H8i nghi Toan hec quc t& lan thd hai &
Paris, nha toin hoc ndi ti€ng David Hilbert (23.1. 1862 -
14.2.1943) ngusti Ddc véi con mat nhin xa tréng rong, éng da
néu ra 23 vian d& nan giai cdn "cong pha". Day la cdc bai todn
hdc bda nhdt va chua giai duge, trong d¢ ¢d viéc ching minh
"dinh i 16n Fermat".

D& déng vién moi ngudi, nim 1908, Vién Khoa hoc Géttingen
cia Dic di treo gidi thudng Wolfskehl 10 van DM cho ai ching
minh ddy di duge "dinh li 16n Fermat". Giai thudng nay kéo
dai 100 nam. | |

Nho ki thuit may tinh dién ti phat tri€n nén dia dua s mid n
trong “dinh li 16n Fermat" tit 216 lén dén 1 triéu (nam 1983)
vid 4 tridu (nam 1992). Gan day cdc gido su Trudng dai hoc
California (My) da dua n Ién 41 trigu. Cho di nhu vay, vén
con cich xa so véi yéu cdu dia nédu ra.

"Dinh li lén Fermat" 12 ding hay sai, cho dén gin day ngudi
ta vAn con nghi ngd. Nhung muén dua didu gi dé phu dinh thi
con khd hon 1a di ching minh dinh li dd.

Mii dén nam 1995, tdc la 358 nam sau khi "dinh U lén
Fermat" xu&t hién, nha todn hoc Andrew Wiler mdi ching minh
hoan chinh dinh i nay. A. Wiler sinh
tai Cambridge (Anh). Nam 10 tudi
ong di doc sach cd néi vé *dinh i
I6n Fermat®” va muén ching minh
dinh H nay. Khi 1am nghién edu sinh
tién si, 6ng lai chon dé tai nay nhung
giao su John Coates hudng dan dé
tai phai nging mo udec nay cla
"A. Wiler vi J. Coater biét ring "dinh
li 16n Fermat" cuc ki huyén bi, da
thu hit phitng b6 dc siéu viét nhét
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thé gisi di tim 1di giadi da gdn 350 nam ma vin chua thanh
cong. Sau khi A. Wiles nhan bang tién si tai Trudng Dai hoc
Téng hop Cambridge, dude giang day ¢ Khoa Toan céa Trudng
Dai hoc Téng hgp Princeton (Mi) méi cé diéu kién thuc hién
md ude ectia minh : ching minh "dinh li 16n Fermat”.

Thd tu, ngay 23-6-1993, A. Wiles da trinh bay chding minh
*dinh li 16n Fermat" trong hoi nghj vé li thuyét s d Cambridge
vGi bai vist ddy dd dai 200 trang. A. Wiles da ching minh dugc
dudbng cong Frei khong tén tai, tdc }a khong tén tai nghiém
cia (13-1) vdi n > 2. Nhu vay "dinh li i6n Fermat" dugc ching
minh. Nhung sau dé, Kenneth A. Ribet da nghi ngd, vi A. Wiles
khong dung "hé thing Euler" va réi gido su Nick Katz — mot
trong s6 cac chuyén gia duge chon lam phan bién - da danh
tron hai thiang 7 va 8 - 1993 tap trung xem xét ching minh
cia A. Wiles ciing phat hién ra diéu K. A. Ribet nghi ngo. Béi
vi, khong cé "hé théng Euler” (cdi dugc xem nhu tdng quét hda
cong trinh cia Matthias Flach nguti Nga va Colivagin ngudi Nga)
thi khong cd “cong thdic 1op s6" va nhu vay khong thé "dém”
cdac bi€u dién Galois, tdc 1a "gid thiét Shimura - Taniyama"
chua duge ching minh. Gid thi€t nay 13 then chét d€ ching
minh "dinh li lén Fermat"

Ngay 19-9-1994 A. Wiles d2 ph4t hién ra chd hong ctia minh
va ti€p tuc hoan thién chdng minh *dinh li 16n Fermat".

Tap chi "The Annals of Mathematics' s6 thang 5-1995 da
dang nguyén van bdo cdo hoan chinh cia A. Wiles. Dén day
“dinh 1i l6n Fermat' da hoan todn dugc ching minh.

Chinh nhd sy két hop cdc chuyén nganh toian hoc va su lién
két cia cdc phén trong cdc chuyén nganh khic nhau, sau nhiéu
th& ki da mé dudng cho céng trinh ching minh "dinh li 1én
Fermat" ctia A. Wiles.
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Viéc ching minh “"dinh li 16n Fermat®” khéong phai céng lao
chi cita A. Wiles. Duong nhién 6ng la ngudi dang ca ngdi nhét,
nhung vinh quang nay con thudéc vé cid K. A Ribet, Barry
Mazur, Goro Shimura ngusi Nhat Ban, Yutaka Taniyama
{12.11.1927 - 17.11.1958) ngudi Nhat Ban, Gerhard Frey, ngusi
biic,

Ching minh cia A. Wiles rit phdc tap vA hién dai, nhung
diéu nay khong dong nghila voi viéc khong thé tén tai mot
ching minh don gian hon. Ching ta vin hi vong ai d6 cd dugc
ching minh nhu vay.

14. DUNG PHUONG TRINH GIAI VAl BAl
TOAN cé

a) Bai todn cd Viét Nam
"Vita ga, vita chd,
‘Bd lai cho tron.
Ba muoi sdau con,
Mot tram chan chén.
Héi c6 méy ga, miy che 7.
Bai toan da duge gidi & "Dai s6 8" véi phuong trinh
2x + 4(36 - x) = 100. (14-1)
Giai (14-1) duge x = 22 (ga) va 14 con chd.
b) Bai todn "chife vuong mién" '
Bai toan nay da ndi trong "Vt_a'én chiéc vuong mién" (muc 1).
DE xdc dinh trong chiéc vuong mién cd bao nhiéu bac, G.Galilei
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da dung "Chiéc cin nho" da ndi & muc 9. Bay gio ching ta sé
tim luogng bac bang cach khic.

GiA s@ vuong mién nang W, dudc lam bing u vang va v bac.
Néu dua W vang rong (vang nguyén chit) cin trong nudc thi
sé nhe mit f,, tuong tu voi W, bac cin trong nudc sé nhe mit
f,, dua vuong mién cin trong nuée s& nhe mit f. Ngudi ta da
ching minh dugc ring :

f,—f

oy (14-2)

<ig

Gia s¥ vugng mién thi vao nuéc chiém thé€ tich V;. Néu
dua cuc vang rdng va cuc bac cung trong lugng vdi vuong mién
thi khi tha vao nudc sé chiém thé€ tich la v, va V.. Ngudi ta
ciing da ching minh dudc rdng :

V.-V,
v -V,

u
- = (14-3)
v

Nhu vay ta da cd thém hai cdch nita d€ tim s6 bac cd trong
vugng mién.

Bay giv ta lam mét vi du cu thé. Gia s chiéc vuong mién
¢6 trong lugng 5 Niuton (500g). Can vuong mién trong nudc
thdy giam 0,3N. Lﬁy 500g vang rong cén trong nude thiy giam
0,25N. Liy 500g bac can trong nudc thdy gidm 0,5N.

D& cho tién theo d6i, ta thay hai d4n u va v la x vd y. Theo
tréntacd:Wk=5;f=O,3;f1=0,25véf2=0,5.Thay
vao cdc bi€u thie (9-4) va (14-2) ta cd :

x +y=5;
x  05-03 (14-4)
y T 03-025"
Giai hé phuong trinh bac 1 hai &n (14-4) ta dugc :
x = 4 (400g) ;
= 1 {100g).

Viy trong vuong miéﬂ cé 400g vang va 100g bac.
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c) Bai toan cua Mahavira

Khoang nam 850, Mahavira ngudi An D% da dua ra bai to4n
duéi dang doan van td canh v4i ndi dung todn hoc tém tit nhu
sau : Mgt doan li hanh 23 ngudi vao riung nghi. Ho hai duge
63 déng chudi 14 (chudi riing) bing nhau va néu thém 7 qua
nita thi chia déu cho ting ngudi s8 da (khéng du qua nao).
Héi s6 qua it nhdt caa déng chubi ?

Néu ta dat x la s6 qud chudi cia mdi dong va y la s qua
chudi méi ngudi duge chia thi ta cd :

63z + 7 = 23y. (14-5)
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Day la phuong trinh v6 dinh bac 1 hai dn. Truéc khi giai
ta cdn thdy rdng, x va y phai la dugng va nguyén.

Ta (14-5) ta cd :
< = 23y -7
63
Vix z 1 nén ti (14-6) ta tim dudec y = 4.

Tu do ta gidi duge nghiém nhé nhit thoa man ddu baix = 5
lic dé y = 14.

d} Bai todn "ching cdm di mua thit”

{14-6)

2

Trong bd sdch "Sach todn chin chuong” cd loai "bai todn
thita- thigu", vi du : C6 mot s8 ngudi gdp tién mua hang, néu :

m&i ngudi gép 84 thi thia 3 d,

mdi ngudi gép Td thi thidu 4d.

Hoéi cd méy nguti gdp tién va sb tién cdn la bao nhiéu ?

Véi trinh d6 trung hoc da hoc dai s6 thi viéc gidi loai bai
todn nay sé dé dang tim duge 7 ngudi va 534, nhung d6i véi
ngudi C6 Dai chua biét dén dai s thi ho gidi nhu thé nao ?

‘Céac ban thi nghl xem !

Bai todn "chang cAm
di mua thit" cing thuéc
loai "bai toan thita -
thigu" nhung If thd hon.
Cd chang cim di mua
thit, khéng ndi duge
minh ed bao nhiéu tién,
chi biét ring néu ding
86 tién. d6 d€ mua 16
lang thit thi thigu 404,
con néu chi mua 9 lang
thit thi thita 16d. Vay
chang cd bao nhiéu tién va cd thé mua duge midy lang thit ?

Néu dat x 14 s6 thit mua duoe,
y la gid tién mbi lang thit,
z 14 86 tién chang cd,
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thi ta cd : xy —z = 0. : (14-7)
Tu (14-7) ta duge :
Z
7

Vi x, y, z déu chua biét nén ngudi xua da mit hang nghin
nam khéng giai duge. Cudi cing ho dd diung hai phép thu :

Theo diéu kién dé& ra, ta cd :

(14-8)

X =

z = 12y - 40 ; (14-9)
z = 9y + 16. . (14-10)
Tit (14-9) va (14-10) ta duge :
Ty = 56,
tic la y = %ﬁ = 8, (14-11)
Thay (14~11) vao (14-10) ta dugc : '
z=9.8+16 = 88 (14-12)
Ti (14-12) va (14-8) ta cd :
X = -8~§ = Il
8

Ngay nay ta c6 thé giii "bai toan thita— thifu" nhu sau :
Lan 1, néu mua a; lang thit thi thi€u b, 4,
ldn 2, néu mua a, lang thit thi thita b, 4.

Ta cd

z=a,y-b; (14-13)

z = a,y + b, (14-14)
Trit (14-14) cho (14-13) :

y (8, ~a) =hb, +h, (14-15)

Vay

y = P1¥h (14-16)

2 — &
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Déng thai ta tinh duge :

azb +ah,
x = — 12 (14-17)
a; —a,
T (14-17), {14-16) va (14-8) ta duge :
aab1 +alb2
X = ——1;;’+—b2—'" (14-18)

T (14-17) va (14-18) ta tinh duge s§ tién chiang cd va sé
thit chang mua dude :

9.40+ 16.16
2= "1g-9 =~ S8
_9.40+16.16
X = "go+16 1lang)

Déi véi bai toan "gdp tién', ti (14-16) va (14-17) ta tinh
dugc s ngudi gdp tién va s6 tién cén : '

_ad
y = 8_7"' (nglfdl),

_71.3+8.4
2= "Tg-7 - 2D

ar

Bai toan "thita - thigu” la thanh tuu xuit sic vé s6 hoc clia
ngudi Trung Hoa c6 dai. Phai t6i hon 1000 nam sau trong cic
siach clia Ardp méi xuit hién bai todn nay va goi cach gii trén
day la "phép toan Khi&t Dan" hay "bai toan c6 Khiét Dan" (ho
goi Trung Hoa la Khiét Dan).

3 chau Au thdi Trung C8 da giai bai toan nay bing céch
dua ra "gid thiét kép" 13 phép gidi cing ¢6 nguén géc nhu cich
giai thdi C8 Dai & Trung Hoa d& néu O trén.

e) Bai todn "hoe thugng an bdnh bao”

Bai toan nhd sau : Dai haa thugng méi ngusi an 3 banh
bao, ti€u hoa thugng ba ngudi 4n 1 banh bao, ¢é mot tram hoa
thigng an hé&t 100 banh bao.

Héi ¢ bao nhidu dai hda thugng, tifu hdva thugng ?
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Day la bai toan cd thé lap thanh hé phuong trinh v dinh
bac 1 hai &n, viée giai khéng cd gi khd, nhung n&u chi cho
dung phuong phédp sé hoc thi kha rdc réi, tdt cd phai duya vao
"meo", Cac ban thi xem, k&t qua la cé 25 dai hoa thugng va
75 ti€u hoa thuong .

g) Bai toén "100 con ga"

Can phai ndi trudc bai todn nay la bai toan "Bach ké thuat”
véi noi dung 14 dua 100d mua 100 con ga, hay ndi gon hon la
bai todan "100 con ga”, chi khong phai "Bach ké yén" la mot
tinh ti&t trong v& kich "Dung muu chiém Uy Hé Son" v6i néi
dung 12 Toa Son Diéu da t8 chuc biza tiée 100 con ga dé thuc
khédch mac tinh 4n udng.

Bai todn "Béach ké thuat" nhu sau : Dua 100d mua 100 con ga,

ga trong gid 5d mét con,

ga mai gia 3d mét con,
ga con gid Ed mdt con.

Héi s6 gd mua duge mdi loai ?

Pay la bai toan cd
kho, xudt hién vao thé
ki V trong sach
"Truong Khau Kién
toan kinh", vé& sau
truyén dén An Dy, Ai
Cap, cac nudc Arap,
réi Italia va chau Au.
Nhu vay nd dé cd cong
hién 18n trong giao luu
van hoa.

Méi nhin qua thi
thidy bai todn nay hoi
gitng bai toin "hoa
thugng an banh bao”
nhung thuc té lai hoan
toan khac. Bai todn "hoa thuang an banh bao" don gidn hon.

G the ki v ngudi ta da giai duge 1a (4, 18, 78), (8, 11, 81)
va {12, 4, 84). Ta thiy ring cd ting s6 g trong lén 4 con thi
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phai gidm s6 gi m4i 7 con va tang s6 gi con lén 3 con va s6
tién vidn 100 d. Tiéc rang trong sach c¢d khéng néu cach giai,
do do ngudi doi sau da phai tim cdch giai.

C6 ngudi cho rdng, ngudi xua dd lam nhu sau : Trudc tién
khong mua ga tréng. Luc nay bai toan chi con hai &n nhu bai
todn "hoa thuong an banh bao”, tdc 13 mua duge 25 gé mai vi
75 ga con. '

Bay git ta cd mua ga tr6ng thi phai gidm gi ma&ai nhung
phai k&t hop tdng hoac giam ga con thi méi thich dng gitia ga
va tién. Nhu vay phai tang s6 ga tréng tuong duong vai viéc
gidm gi mai va gi con tuong duong.

Chl cdn qua mét s6 14n thi, ta cd thé tim thdy ti 1& tang -
giam s& 1a : Khi tang 4 ga tréng va 3 ga con thi phai gidm
tuong wng 7 ga maéi :

4.5+3.€13-=7.3=21'.

Tién hanh thi nhidu l4n ta duge ké&t qua :

Gb tréng Ga maj Géa con
0+4 =4 25 -7 =18 75 +3 =178
0+4.2=38 25-7.2 =11 75 +3. 2 =81
0+4.3=12 .25-7.83=14 B+3 3=284

. Ngay nay ngudi ta di cd nhiéu cach dé giai bai toin nay,
da sé la ding phuong phédp dai s6, tdc la dung hé phudng trinh
nhigu an. Dat :
x la s6 ga trodng,
v la 25 ga mai ,

z la s6 ga con.

T‘acu:‘

x+y+tz =100, (14-19)

5 + 3y + 7 = 100, (14-20)

Wl
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Day 1a hé phuong trinh v6 dinh bac 1 ba dn.
T (14-19) ta cd :

z =100 - x -y, (14-21)
Thay (14-21) vao (14-20) ta dugc
7x + 4y = 100 (14-22)

Tu (14-22) ta thay 4y va 100 déu la bdi s6 coa 4, déng thai
80 gA mdbi loai phai 12 &6 nguyén duong, tdc l1a 1 < x < 14 va
1l sy s 25

Tu (14-22) ta cd :
7x = 4(25 -~ y).
Nhu vay x cing phai 1a bgi sd cha 4.
Do d¢ x chi cd thé 13 4, 8 hoac 12,
T (14-22) va (14-21) ta tinh dugc y va z. Két qua nhu sau :
x=4;8;12
y =18 ; 11 ; 4
z = 78 ; 81 ; 84.
h) Bai todn P. de T. da Coi d& nghi G.Cardano gidi

Nam 1540 P. de T. da Coi d& d& nghi G.Cardano giai bai
todn sau day : Chia 10 thanh ba phdn sao cho ching la mét
ddy cdc ti 1@ thdc va tich cia hai s§ ddu tién bang 6.

Né&u ba phén d¢ duge ki higu 13 x, y, 2z, ta cd :
x+y tz=10;
zy = y°; (14-23)
xy = 6.

Day la hé phuong trinh bac 2 ba 4n.

G.Cardano da khéng gidi duge bai todn nay nhung chinh khi
tim cdch giai (14-23) ma hoc trd cta 6ng l1a L. Ferrari da tim
ra phuong phép chung dé giai phuong trinh bac 4.

L.Ferrari da khu x, z trong (14-23) dé€ duge
yt+ 6yt~ 60y +36 =0 (14-24)

Day chinh 1a phuong trinh bac 4 mét 4n ma ta da bigt cach
gidi 4 muc 7.
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15. PHAT HIEN DAU TIEN VE PHUONG PHAP
GIAI TicH

Dé& lap mot khoang tréng trong khoa hoc ¢ khi cdn mét
thai gian dén hang thé& ki, nhung cing ¢ khi chi mat mot thot
gian tac gang.

Bay gio ching ta ndi vé su két hop gita dai s6 va hinh hoc.
Sy két hop nay cé vé nhu chi qua mét gifc mo.

Trudc thé ki XVII nguoi ta di st dung nhilng phuong phap
khdc nhau vé dai s6 va hinh hoc nhu 14 hai nhdnh cta toan
hoc. Nhiéu ngudi nghién cdu "s§" trong dai s6 va "hinh" trong
hinh hoe, coi nhu hai viéc hoan toan khdc nhau.

Nam 1619, mét si quan quén doi tré tudi diy tai nang da
hét sdc vui ming khi 6ng da tim duge su k&t hgp giita dai sb
va hinh hoc. Léc dd quan d6i ddng quan rai riac d nhiéu thi
trin ven song. Troi trong xanh, thdo nguyén xanh ron, nhitng
manh sao bang cit ngang bdu trdi dém, dan tuin ma bang
bing trén déng cb. T4t cd nhitng canh tuong dd da lam cho
chang si quan lién tudng, suy nghi lam th& ndao d€ md ta con
dudng van dong cia con tudn ma va dudng sao bang. Dém 10
thang 11 nam dd, chang si quan tré tudi nay nam trén gudng
nhung tran troc khong sao ngi dugc. Béng nhién cd mét con
nhén sa qua tim mdt caa 6ng. Con nhén roi tit t¥ tao thanh
mot dudng cong. Trong chéc 14t dd, ong nghi : con nhén va
di€m, hinh va s, nhanh va cham, déng va tinh,.. Cd khi ong
mo hd nhu thdy minh di s duge didu bi mat gitta ching, nhung
lai thdy lan man khéng mé tad dugc. Mét mdi ong lai thiép di.

Tuc ngit ¢6 ciu :

"Ban ngay 14 suy nghi,
Ban dém la gific mdng".
Cé khi, cd nhitng vdn dé ban ngay suy unghi khong ra, gidc
mong ban dém lai ggi md cho ngudi ta diéu gl dé. Trong dém
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dd, mot linh cam vi dai da xuit
hién trong mo. Sau dd midy hom,
chang sl quan nay da xdu chudi
tdt ca nhilng gi ma minh da phit
hién duge lai. Ong da tim dugc
mot phuong phap cé thé chuyén
ngdpn ngit ciua hinh hoc ra ngén
ngil cla dai s6. Tl d6 c6 thé dua
moi véin dé cia hinh hec quy vao
dai s6 dé gidi. D6 chinh la diéu
ma ngdy nay ngudi ta goi la
phuong phdp hinh hoc giai tich .
hoac ndi van tat la phuong phdp
gidi tich. Sdng tao ra phuong
phip nay la nha todn hoc René
Descartes (31.3.1596 -11.1.1650) nguti Phép.

Vay R. Descartes dd chuyén
ngdén ngit hinh hee ra dai s nhu
th& nac ? Didu nay nhiéu ngudi
dd quen thudc, dé la : Vé hai
dudng thang vuong gdc véi nhau
trén mat phang lam truc. Dudng
nam ngang goi la truc hoanh,
dudng thaing dding goi la truc
tung. Giao di€m goi la difm géc
O. Thé la mot digm P bat ki trén
mat phing déu cd th€ xac dinh

-bdi khodng cdch cia nd véi hai

truc. Khoang céch ti diém P dén
truc tung goi la hoanh dé, thudng duge bi€u thi bang x. Khoang
cich tu diém P dén truc hoanh goi la tung dd, thudng dugc
bigu thi bang y (hinh 15-1). Sau dd cd thé€ liét ké bang chuyén
ti hinh hoc sang dai 6 nhu sau (bang 15-1) :

R. Descartes

6-344' 81
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Hinh 157

Bang 15~1

Chuyén hinh hoc ra dai sé

Hinb hoc

Dai s6

1. Diém P
2. Qua hai diém P, va P, da
hiét c6 thé vé dvong thang [:

01

bre

3. Doan thing co thé kéo
dai thanh dudng thing.

LY

82

1. Toa do P(x, y)

2. Véi hai di€m P (x,, y)
va Pz(xz, y2) da bist cd th€ lap
phuong trinh biac 1 hai 4n :

ax +by +c = 0, (15-1)
théa man
ax, +by, +¢c=0;
ax, + by, +c¢ = 0.

Ta cd :
a =y ~¥:
b=x-x;

CEXRYR TN
3. Trong (15-1) :

x € R, ¥y €R, R]a nhdm
s6 thuc .
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4. D6 dai doan thing PP,
la r.

5 Ldy P lam tam, r lam
ban kinh, cd thé vé dudng tron :

4. Ta co :
r = [PP,]

= \I(x‘2 —xl)2 +(y, —yl)2 (15-2)

5 Khi toa do diém P da
bi&t }a (m, n) va khoAng cach
r da bigt (hinh 15-2) thi co¢
thé viét duge phuong trinh

(1-:—m)2+(y-—n)2=r2
hoac khai tri€n thanh
2 +y?+dxtey+f = 0, (15-3)
trong déd d = -2Zm, e = —2n,
f=m?+ n - 2

y

Dua vao bang 15-1
R Descartes da chuyén
duge tdt cA nhitng vidn
dé hinh hoc ra dai s6,
td d6 cd th€ su dung
kil x40 dai s6 dé bién
nhing vdan dé hinh hoc
khé khan thanh dé dang.
O muc 16 ching ta s8
thdy phuong phap toa

dd ¢d gia tri to 16n nhu
th& nao trong viéc giai
quyét ba van dé ndi tiéng
cia hinh hoc c8 dién.

I 3 Y
P (x2,%)
A M
Py (¢ %)
7 Pienyny X
-~ Y J >

Hinh 15-2

Ngay 30-3-1596 R.Descartes ra d&i tai mét thi trdn nhé caa
nudc Phap. Ti bé o6ng da hudng mot nén giao duc rat tét.
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Nam 1616 ong t6t nghiép dai hoc. Lic ddu dng lam luat su &
Paris. D&n nam sau ong dugc phong la cong tudc va git mot
chic quan van trong quan dg¢i. Co l4n, quan dgi tin cdng vao
mién Nam Ha Lan, m6t co héi ngiu nhién, ong da gidi quyét
thanh coéng mét viéc nan giai cta toan hoc do yéu cdu cla quin
su va ti d6 éng.di budc ddn vao linh vuc todn hoc. T nam
1619 6ng bat diu nghién cdu hinh hoc giai tich, triét hoc va

vat i hoec.

Thang 10 nam 1649 6ng dugc Nit hoang Thuy Dién mdi sang
gidng day trigt hoc. Nit hoang tré tudi tinh khi ngang tang bat
ang phai giang triét hoc cho ba ti 5 gits sdng hang ngay. Thi
ti6t Bdc Au gid rét thdu xuong, RDescartes khong chiu dung
néi nén bi viem phdi ngdy cang nang. Ong da t¥ trin ngay
11-1-1650 tai Stockhom.

Thanh tuu todn hoc chii yéu cia R.Descartes duge tap hop
trong cuén "Phuong phap lusn" xu#t ban nam 1637.

Cé nhitng ¥ kién khdc nhau vé viée két luan ai 1a ngudi da
g4ng tao ra phuong phdp giai tich.

Nhitng ngudi Hi Lap ¢8 dai da rdt ham thich phuong phdp
gidi tich vA mei ngudi da biét kha ré 1a toa d¢ di dude nguoi
Ai Cap va La Ma si dung trong trac dia, ngudi Hi Lap dung
trong viéc vé ban dé.

O thé& ki XIV Nicole Oresme da thé hién mét khia canh khac
cia phuong phdp gidi tich. Ong bidu thi mat s6 cdc quy luat
bang cach vé bi€u dd.

Tuy viy, trudc khi phuong phdp gidi tich cd duge gia trj
thuc tién cao phu hién nay, né da phai ch& dgi su phat tri€n
ctia hé ki hiéu dai sd, do d6 hdu hét cic sit gia déu cho ring
hai nha toan hoc Phap R.Descartes va P.de Fermat da ddng gdp
phan c6t 16i cia phuong phap giai tich it ra la tu tudng hién
dal vé chi dé nay.
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Mbt truyén thuyét khde thi gidng nhu chuyén Isaac Newton
khi nhin qud tac roi da phat hién ra dinh luat van vat hdp
din. R.Descartes dia thdy mdt conm rudi bo trén frdn nha, gén
phia gde, 6ng da nghi ring dudng di cia con rudi cé th€ mb
ta dugc n&u bigt mdi lién hé gitta cdc doan thing néi tit con
rudi dé dén hal bdc tudng ké nhau.

Mic diu xudt xd nhu th€ nao, nhung R.Descartes da dé lai
cho nhan loai nhitng ddéng gdp 6n vé phuong phap giai tich.

Ngoai hé toa d6 R.Descartes vita néu 4 trén, con cd cic hé
toa d6 phing khdc nhu hé toa d6 xién gdc va hé toa do cuc.
Hé toa do cuc cd thé do Jakob Bernouilli dua ra nam 1691.

16. VEN BUC MAN Bf AN CUA BA BAI TOAN
cO DIEN NOI TIENG VE HINH HOC

Ba bai toan cf dién ndi ti€ng vé hinh hoc hay ba bai toan
cd dién ndi tiéng, dé 1A dua cho ban cde dung cu Euclid va
bang cdc budc di hitu hagn, liéu ban cd thé :

1. Chia mot gde ra ba phin bing nhau (vdAn dé "chia ba mét
goc").

2. Dung canb mdt khdi lap phuong ma thé tich cia nd bang
hai 14n thé€ tich cia mét kh&i 1ap phuang d4 biét (vdn dé "tang
déi moét khéi lap phuang®).

3. Dung mot hinh vuéng ma dién tich cia nd bang dién tich
cla mét hinh trén da biét (vidn dé "cdu phuong mdt hinh trén"
hay vdn dé& "bi&n trdon thanh vudng").
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Ba bai todn nay cd vé rdt don gian nhung thue ra né da
viat kigt tri ndo clda khéng it nha todn hoe, thu hdt bigt bao
tinh luc, tAm huy&t nhiéu nha toan hoc tré tudi. Tuy vay, nd
da khéu goi sy td md va thich thd cha bi&t bao thé he.

Ba wvdn dé nay xudt hién khoang
thé ki VI trudc Cong nguyén. Diéu can
luu ¥ & day la, chi dung cdc dung cu
Fuclid, tide 1a gidi han boi hai dung
cu don gian la thude thdng va compa
(hinh 16-1) :

- thuée thidng khéng chia don vi
hodc danh ddu trén d6 ;

- compa khac chit it v8i compa
ngay nay ;
Hinh 16-1 déng thoi lai chi bang mot s6 bude
dung hitu han.

V&i hai gidi han nay thi ba bai todn néu trén trd thanh rat
khd khan.

Day 1a ba vdn dé ma lich sit da tdn bi€t bao gidy muc trong
sudt 26 th& ki qua va cac nha todn hoc d4 khdng dinh rang
néu chi dung thudc thing va compa thi khong thé thue hién duge.

Cac ban tré ! V& két luan trén day, chic chan trong cic ban
sé ¢6 ngudi nghi ngd. Ban than cac ban chic ciing mudn thu
sitc, nhung chung tdi chian thanh khuyén cdc ban : viéc lam do
la vo ich, vi nd s& phi sdc luc va thdi gian cia ban ma théi.
Mong ring ban cd ti€p tuc doc, nd s& giang giai cho diéu nghi
ngd nay cda ban va viéc 1am dd cdon cd ich hon.

Trude hét 12 bai toan chia mét goe ra ba phdn bang nhou.

Trong ba bai todn vita néu J trén thi & Mi bai todn nay
duoe goi la "binh dan nh4dt" va hang nam cédc tap chi todn hoc
clia céc nudc di nhin dudc nhiéu théng bao ti khip noi gii
dén ndi réng, da cd ngudi gidi duge. Thudng thi ngusi ta cho
ring viéc chia doéi mot gde 1a qud dé thi c6 sao lai khong chia
ba dugc !
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Ching ta khong ndi 1a tdt cd cac gée déu khong thé chia
ba phin bang nhau bidng thudc thang va compa dude. Thuc té&
cd modt sé géc cd thé lam duge, nhu s& ndi dusi day. Nhung
néu ching ta cd thé chi ra, ¢ moét géc khong theé dung thude
thdng va compa chia ra ba phiAn bang nhau duge thi nhiéu
ngudoi chua tin.

M#u chét ctia bai todn la & chd, thudc thing vA compa thue
su ¢é kha nang dén dau ? Nhitng ai d4 hoc hinh hoc déu bist :
néu ching ta xzdc dinh don vi dai 1a 1 thi ¢ thé ding thude

ab va Va

a

SbT

thdng va compa dung dugc hai doan dailaa vab

nhu hinh 16-2.

Hinh 16-2

l -
’ s
N,
w

o) muc 15 ta da ndéi, viec xdy dung toa do R.Descartes da
lam cho vdn dé hinh hoc ¢d thé trdé thanh vdn dé cia daj sé.
Trong thuc té&, trén toa ddo mat phang, dudng thing va duting
tron duge bidu thi bing phudng trinh (15-1) va (15-3). Néu
doan thang nio cd thé dung thudc thing va compa d€ vé ra
thi hai didu cia doan thing d¢ tdt nhién sé |A giao di€ém gida
duting thang voéi dudng thing hosc giita dudng thing vai dudng
tron, hoac gilta dudng tron vdi dudng trom, va toa do cia nd
phai duge xdc dinh bdi cdc hé phuong trinh sau day :

1. Dudng thing giao vai dudng thing :

x +by t+tc =0;

a

ax + bzy +e, = 0. (16-1)
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2. Dudng thing giao vdi dudng tron :

ax +by + ¢ = 0;

x* +y? +dx +ey +f = 0. (16-2)
3. Dugng tron giao véi dudng tron :
x2+y2+d|x+ely+f1 = 0;
(16-3)

x2+y2+dzx+e2y+f2=0.

Kién thic dai s6 cho ta bigt rdng, nghiém cta cdc hé phuong
trinh (16-1), (16-2) va (16-3) déu cd thé bidu thi cdc he s8
nht cdc phép todn cong, tri, nhan, chia va khai can. Bdi vay,
nSu mot doan thing cé thé dung duge bing thudc thing va
compa thi d6 dai cia nd phai bi€u thi duge qua cdc d3 dai da
bit nhd cac phép todn néu trén. Ngugc lai, néu do dai mot
doan thing bidu thi duge dudi dang mét bi€u thdc cia cac do
dai da cho cing véi mat s8 hitu han cdc phép todn néu trén
thi doan thing &y cd thé dung dugc bing thudc thing va compa.

Bay gio ching ta quay lai v6i bai todn chia géc a lam ba
phdn bing nhau. Vin dé then chét la lam thé nao dé dua vin
dé nay quy vé dai s6. Néu dudc thi gdc a sé& chia duge lam ba
phdn bing nhau, ngudc lai, thi khéng chia duge.

D& dua bai todn chia mot gdc ra ba phdn bang nhau thanh
cong viée cua dai sd, ching ta phai ding d&€n cong thie

cosa = 4cos % — 3cos %—. {16-4)

Cong thdic (16—4) phai dén trung hoc méi hoc. Ban doc a4
lp dudi cé thé chl cAn céng nhin.

Bay git ta dat casa = s, cos % = x va thay vao (16-4) ta cd :

= 4%’ - 3x. (16-5)
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Do goéc a da biét, cho nén s 1a s6 ¢4 dinh. Vi du :
e N&u o = 90°

Ta co :

s = cos90" = 0, {16-6)
Thay (16-6) vac (16-5) ta dugc :

4¢3 - 3x = 0. (16-7)
Giai (16-7) ta duoe :

X = iz—-?’— (16-8)

Doan thang va d6 dai cho bdi céng thie (16-8) ¢ thé dung
dugce bang thudc thadng va compa.

Vay géc vuéng (a = 90°) cd thé chia duge ra ba phdn bang
nhau bing thuéc thdng va compa.

e Né&u a = 45°.

Ta cd ; s = cosdh® = g {(16-9)
Thay (16-9) vao (16-5) ta dugc :

gx} — 6x - V2 = 0. (16-10)
Giai (16-10) ta duge :

x = é W6 — V2). (16-11)

Céng thic (16-11) ¢d thé thuc hién dugc .

Vay gdc a = 45° cling c6 thé chia duge ra ba phdn bang
nhau bang thudc thdng vA compa.

e N&u o = 60°.

Ta cd :
1
5 = cosB0® = -2- (16-12)
Thay (16-12) vao {16-5) ta dugce : _
8 -6x-1=0 (16-13)
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Ching ta s& ehing minh rang, nghiém caa (16-13) khéng
th€ ]a can thdc mot tdng dang M + VN. Tuong tu, ching ta
ciing c¢d thé ching minh dugc nghiém cta (16-13) khong thé
la can hai tdng, ba tidng, .. k tdng duge. N&u ching ta hoan
thanh duoc ching minh nay, chdng ta da ching minh duoge
ring khong thé chia géc @ = 60° ra ba phdn bang nhau bang
thuéc thang va compa. Diy ciing la bai todn dung mot da giac
déu 9 canh.

Thuc vdy, néu phudng trinh c¢é nghiém dang M + YN thi
thay vao (16-13) ta dugce :
8M + VN —6M + VN) - 1 = 0. (16-14)
Sau khi khai tri€n, thu gon (16-14) ta duge :
8M> + 24MN - 6M - 1 = 0;
24M* + 8N — 6 = 0.
Diédu nay ching t6 M — YN cang 12 nghiém cia (16-13).
Ta lai cg :
x -M - VN)x - M +VN) = x* - 2Mx + (M2 — N), (16-16)
véi cac hé s6 déu cd nghia. Diéu nay khéng thé xiay ra. Tu
dd ta ching minh duge 1a viéc ding thudc thang vh compa dé

chia géc @ = 60° ra lam ba phan bang nhau la khéng thé€ thuc
hién dugc.

(16-15)

Bay git ching ta chuy&n sang bai toan dung canh mat khéi
ldp phuong ma thé tich ciia né bang hai lin thé tich cia mot
khoi lap phuong dd biét.

Vin dé nay tit xua da c¢d mot cau chuyén thin thoai thi vi.
T¥ thé ki V trude Céng nguyén, & Hi Lap ¢ dai, da tran lan
mot bénh dich. Delian duge thian linh bdo cho biét la dé& trdnh
duge bénh dich thi phai tang thé tich bé tho than Apollo khéi
lap phuong hién cd lén gdp doi. Do vay, vdn dé nay con goi la
"bai toan Delian".

90



www.VNMATH.com

M6i ddu moi ngudi cd tudng la don gian, chi viée md rong
ciac canh cla bé thd lén gip d6i 1a duge. Khéng ngd, khi lam
nhu vay thi lap tde bi than tdc gian. Bénh dich lan tran khéng
sao ki€m soat dudce. Moi ngudi lai t& than, nhan téi. Nguoi ta
da nhan ra rang, thé tich cta bé thd mdai khong gdp doi thé
tich bé thd ci.

Lai c¢d bang ching cho ring, bai toian nay xuét phat ti 1oi
ndi cia mét nha tho it ti€ng tam, khong duge hoc todn, ngudi
Hi Lap cé dai. Ong md td mdt 6ng vua than thoai tén 12 Minos
da khong vita y v6i kich thudc cia ngdéi mo con trai la Glaucus
nén da lénh tang gip doi thé tich ngdéi m¢ lén. Nha tho cho
ring, chi cdn tang doi kich thudc méi chiu 1a thé tich s& gdp
doi. Tt d6 cac nha toan hoc dat ra bai toan nay.

Bai toin tang ddi mdt khéi 1ap phuong thi khong thé dung
thuéc thing va compa dé thé hién duge ! Viée ching minh bai
toan nay don gidn han bai toan chia mot gée ra ba phén bang nhau.

Ta gia thiét canh cua khdi lap phuong cii 1a a va canh cua
‘kh6i lap phuong méi la x thi ta cd :
x> = a*+a’ )
tic 1a

X = ﬁa.

Ma Y2 ro6 rang
khéng thé 14 hdu han, .
vi vay khong thé duoge R
thé hién bing thuéc
thang va compa.

Cudi cung la bai toan
ding moét hinh vuodng
ma dién tich cia né
bang dién tich ciia
hinh tron -dd biét
(hinh 16-3}). ' Hinh 16-3
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Gia st hinh tron da bigt ¢d ban kinh r, canh hinh vudng
1a x. Ta phai co :

x? = 71 1%,

tdc 1a x = Vz r.

¥ nhin bé ngoai thi chi 12 can mét tdng nhung thuc ra
khong don gidn.

Vay lieu cd thé diing thudc thdng va compa dé€ thé hién x
dugc khéng 7 Day 1a bai todn ddy khd khan, nd cdn khd hon
cd viéc chia modt gde ra lam ba phén bing nhau.

O day khéng thé ndi ti mi duge, ma chi ¢d thé ndi ring :
trudc day khoang hon 1 th& ki (vao khodng nam 1882), nha
toan hoc Carl Louis Ferdinand von Lindemann (12.4.1852 -
1:3.1939) ngusi Dic di ching minh x 13 mét s6 siéu viét. Diéu
nay cd nghia la » khong phai la nghiém cia phuong trinh hé
s6 nguyén. Do vay viéc dyng mot hinh vudng ¢é dién tich bing
dién tich hinh trdén cing khong thé thye hién duge biang thude
thing va compa.

Ba bai toan cd dién ndi ti€ng vé hinh hoc dén day da hoan
toan r6 rang. Cde ban doc hét muc nay chic did cdm thdy uy
luc ciia toan hoc 16n lao biét ching nao.

Khong phai d&n th€ ki XIX thi ba bai todn nay méi duge
chi ra la khong thé gidi dugc bing cdc dung cu Euclid. Hién
nay cdc phép ching minh vé didu nay cd thé tim duge trong
nhiéu sach gido khoa ndi vé li thuyét cdc phuong trinh, trong
dd d4 khing dinh cdc tiéu chudn cén cd d€ dung duge chu yé&u
phai ld cdc tiéu chudn vé& ban chat la dai s6, thé hién trong
hai dinh li sau day :

1. 86 do cua bdt cd chiéu dai nao dung dugc bang cdc dung
cu Euclid tit mét chiéu dai don vi cho trudc 12 mé6t s§ dai sé
(khong phai la s6 siéu viét). '

2. T mot chiéu dai don vi cho trudc khong thé dung dugc
bang cic dung cu Euclid mot doan ma 46 do chiéu dai clda nd
13 nghiém cia mét phuong trinh bac 3 v6i nhitng hé s6 hitu ti
nhung khéng cd nghiém hitu ti.
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Dinh li 1 da loai bo bai toin "ciu phuong mot hinh trén”.
Diéu nay da duoc C. L.F. von Lindemann ching minh nam 1882
nhu da ndi 4 trén .

Dinh i 2 d4 loai bd hai bai toan con lai.

Diédu cdn luu y |a ching ta khéng ndi rdng, khéng c¢é gdc
nao cd thé chia ba ducge bang thudc thing va compa, ma chi
ching minh radng, khdng phdi tdt cd cdc gic déu chia ba duge.
Vi nhu cdc ban da thiy & trén, géc 90°, 45° va nhiéu gdc khac
nita. cé thé€ chia lam ba bing cdc dung cy Euclid.

T4m quan trong cta vin dé (bai toan) nay 1a & chd, khong
thé ding cac dung cu Euclid dé giai duge, trit phép xdp xi. Tuy
nhién, hon 2000 nam vat I6n voi ching da dé lai nhiéu khiam
phi quan trong nhu cac thi€t dién conic, dudng bac 2, bic 3
va nhiéu dudng sidéu viét.

17. BUGC RA KHOI QUY DAO CUA COMPA

O muc 16 ching ta da ndi dén viéc khéng thé dang thudc
thing va compa d& gidi quyét ba bai todn cd dién néi tiéng vé
hinh hoc. Vay thi n&u budc ra khéi dng dung cta thudc thang
va compa, tdc 124 bd qua han ch& chi ding cdc dung cu Euclid,
tinh hinh sé ra sao ?

Ching ta bét dau ti bai todn chia mét goc lam ba phdn
bang nhau.

Khoang nam 425 trudc Cong nguyén, Hippias ¢ Elis dua ra
mét dudng siéu viet goi 1a duong 6dc 2 va nhd nd ma khéng
nhitng chia duge mo6t géc thanh ba phian bing nhau, ma con
c6 thé chia mét gdc thanh nhiéu phan bang nhau va nam 240
trude Cdng nguyén Nicomedes dia quy bai todn nay vé bai todn
tiém ecan va ding dudng concoit d€ gidi. Nhung ngudi duge dé
cap dén nhiéu nhdt cd 16 la Archimeéde,
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Chéc cac ban con nhd
Archiméde da lam ké thu
A khiép sg va gitp nha vua

3 vuong mién" dé ndi 6 muc 1.
Ong da suy nghl rdt nhiéu
va hét sidc slu sdc vé hinh
hoe. T trong cdc tdc pham
cda 6ng, ching ta cd thé
thdy ¢6ng hién cia éng trong bai toin nay. Hinh 17-1 duge
rat ra tit sich cia 6ng. Trong nia dudng tron tiam O, dudng
kinh BC, ban kinh OA, cd géc AOB di bi&t. Trén BC kéo dai
ldy di€m D, sao cho AD cit dudng tron dé€ duge DE = OE.

Iiinh 17-1

1
Bay gid ta sé ching minh dugde gée O, bing 3 gic AOB,

Tacs DE = OE = OA,
suy ra :
D=0, ?AEa =AA4§ 3 = b, + 0, = 2D,
—— ~ ~
Ma: AOB = A, + D, = 2D, +D, = 3D,
-~ ]_ -
Vay - Q, = 3 AOB.

Tl goi ¥ clia Archimeéde, ching ta lién tudng d&n vin dé ;
néu cho moét thude thidng cd hai di€m 6 dinh D va E thi cd
thé ding né va compa d€ chia mét gdc ra ba phdn biang nhau.
Ching ta chi cdn d€ cho ban kinh cia duding tron biang do dai
DE 14 duge. Cach lam la : viia ddm bao cho thudc thing di
qua di€ém A, via cho D trén dudng kéo dai cia BC va E trén
nua dudng trom, lic d6 gée D, chinh bing % géc AOB cho truéc.

Dua vao nguyén li nay ¢ ngusi da tao ra dung cu nhu
hinh 17-2, goi 12 dung cu chia ba mét géc. Cach dung dung cu
nay khong cdn hudng din cdc ban cing biét.
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Ngudti ta con tao ra dung
cu don gidn nhu phan gach
gach trong hinh 17-3 dé€ chia
ba bat cit moét géc da bist nao.

Dung cu nay cd thé lam
bang chit déo, bia cing , ...,
trong dé MN 1 PR, PM =
MQ = QR. Mudn chia ba gdc
AOB thi dat P trén OA, O trén
MN va OB tiép tuy&n vai vong
tron (tai C).

Hinh 17-2

Khi dé OM va OQ chia gdec AOB lam ba phidn bang nhau.

Khoang nam 240 trudce Cong nguyén, Archiméde dua ra cach
chia mét gde lam ba phan bing nhau bing cach 4p dung nguyén
I dua vao va dén nam 225 trude Coéng nguyén ong lai dua ra
dudng xodn 6c (vé sau dugc mang tén 6ng) dé chia mét goc
lam ba, hoac téng gquat hon, chia mét gdc lam nhiéu phéan

bing nhau.

Trén day la mot s cdch chia mot géc bat ki da bigt lam ba
phdn bing nhau. Tuy nhién khong cd cdach nio tudn thd cac
didu kién cta phép dung hinh hinh hoc. Dudi day la mot cach

N
O

%

P E é
M

Hinh 17-3

95



www.VNMATH.com

chia gdn daing va khong
tudan thd han ché& "bang céc
A bude di hitw han” . Cach
lam nhu sau (hinh 17-4) :

Dung dudng phan gidc
G OC, cua goc AQOB, dudng

0 o? phan giac OD, cua gdc
AOC,, dudng phan giac 0C,

cia géc D,0C,, dudng phan

B gisgc OD, cta géc D,0C,, ...
Cy tiép tuc nhu vay dén n

lan sé dudc mot loat dudng

0cC,, 0C,, 0C,, ... theo hudng ngudc chidu kim déng hd va méot
loat dudng OD,, OD,, OD,;, .. cung chiéu kim déng hé. Hai
loat duding nay sé tiém can voi dudng OK. Va gdec AOK chinh

Hwnh 17-4

1 s
bhang 3 géc AOB. Béi vi do cach vé ta s8 dat gi6éi han

1,1, 1, 11
4 42 43 ') 4n - 3.

Ngoai ra con cé mdt s8 cach chia gin dang sau day :

- Nh& cac conic, trong d¢ cd cach chia cia Pappus ngudi
Ai Cap dua ra khodng nam 300 va Aubury md td nam 1896,

- Phép xdp xi cua Cusa — Snell (¢c6 thé chia lam nhiéu phén
bang nhau) (Nicolas Cusa (1401 - 1464), Willebrord Snell (1580 -
1626) ngudi Ha Lan).

— Phép xdp xi nhd dung cu Albrecht Durer (1471 ~1528) dua
ra nam 1525

- Nh& dung cu so ding nhung tha vi duge goi la cdi riu,
dugc md ta trong cudn séch xuit ban nam 1835

- Phép dung hinh Euclid tiém cgn, trong d6 c6 phép chia
cta Fialkowski dua ra nam 1860.

~ Phép chia gin ding cta Kopf dua ra nam 1919 va nam 1929
duge O.Perron va M.d’Ocagne (1862 - 1938) cai tién thém, hoéc
cach cia M.d’Ocagne dua ra nam 1934.
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Bay gi ching ta xem xét bai b
toan dung canh mét khoi ldp
phitong ma thé tich cia né bing
hai lan thé tich clia mot Rhéi lap
phuong dad biét,

Tu xua ngudi ta da k& rang
nha khoa hoc ndi tiéng Platon
thoi Hi Lap — La Ma cd dai da
dua ra cach dung nhu sau (hinh
17-5) : V& hai dudng a, b vudng
géc ¢ O. Trén a ldy OC = 1, trén
b ldy OD = 2. Bay gio dung thuée
vuong rap lai nhu hinh vé& sao Hinh 17-5
cho hai dinh A, B ciua gdc vubng
ndm trén a, b. Goi OB = x, d6 chinh la canh lap phuong phéai

tim x = V2. Diéu nay dé dang ching minh bing tam gidc
déng dang. Véi goi y nay cia Platon, nguoi ta da dua ra cédch
tuyét voi sau day (hinh 17-6) : Trén toa d¢ xOy, dusng parabon

y = x° va dudng parabon yo o= 2x

y gap nhau tai A. Hoanh d¢ cia A la
¥= S Y2 can tim.
] Ngoai ra con cdc cdch gidn dung
A sau day : )

i - Khodng nam 440 trudc Cong
! nguyén, Hippocrates (460 - 377
o\ ¥ x - trudc Céng nguyén) ngusi Hi Lap
¢ dai da rat gon bai toan thanh
y2=2x  viéc dung hai ti 18 trung binh nhan

kép gita hai doan thing cho trudc.

Hinh 176 - Khoang nam 400 truéc Cong
nguyén, Archytas (428 - 365 trude
Cong nguyén) ngudi Italia dua ra cdch gidi hinh hoc ddng chu .

- Cach giai cia Eudoxus (khodng 400 - 350 trudc Céng
nguyén) dua ra khoang nam 370 trudéc Céng nguyén.

— Khoang nam 350 trudc Cong nguyén, Menaechmus dua ra
hai cach gidi cd st dung céce thiét dién conic.
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- Khoang ndm 240 trude Cong nguyén, Nicomedes dua ra
dusng conchoit cé thé dung dé giai.

- Khodng nam 230 trudc Coéng nguyén, Eratosthenes (275 -
194 trudc Céng nguyén) ngudi Hi Lap cé dai da dung "cai tim
trung binh" bang co hgc d€ giai.

- Khoang nam 225 trudéc Cong nguyén, Apollonius (262 -
190 trude Cong nguyén) da dung co hoc dé giai.

- Khoang nam 180 trudc
Cong nguyén, Diocles di dua
ra duong cislroit dé gial.

Thé ki XVII, th& ki XVIII
‘nhiéu nha todn hoc =xuit
sdc da tim cach giai bai
todn nay, trong dd cd cich cia
Viete (1646), cta Grégoire de
Saint - Vincent (1584 - 1667)
dua ra nam 1647, cua
R.Descartes dua ra nam 1659,
cua Christian Huygens
(14.1.1629 - 8.7.1695), cua L
Newton dua ra nam 1727.

T4t nhién hady con nhiéu
cdch gidi nua.

Ch. Huygens

Con bai toan dung mét hinh vuéng ma dién tich cia né bang
dién tich ciia moét hink tron dda biét thi sao ?

Bay 1a bai todan khd khan nhdt nhung loai ngudi khoéng cam
chiu bd tay. Sau khi nguti ta budec ra khoi ing dung cda thudc
thang va compa, cic nha hinh hoc ¢d dai da tim duge cach giai
quyét vdn dé nay moét cach tuyét voi, thé hién & hinh 17-7.
Trugc hé&t vé hinh tru tron théng ding, ldy hinh tron da biét
lam day, 14y nita ban kinh hinh tron da bigt lam chiéu cao cda
hinh tru trén. Sau dd, dat hinh tru tron nay trén mat phéng
va lan mot vong, ching ta sé duge mot hinh chit nhat. R6 rang

98



WwWW.VNMATH.com

Vs

nr?

2nr
rr?

“ B
&

Hinh 17-7

14 dién tich hinh chit nhat nay bang dién tich xung quanh cua
hinh tru trdn da bigt. Sau cung ta ddi hinh chit nhat nay
thanh hinh vuéng cd clng dién tich. Dén day vdn dé da trd
thanh d& dang.

Cd le chua cd bai toan nao lai thu hidt sy chi y va thai
gian nhy bai tedn nay. Ti khoang nam 1800 trude Céng nguyén
ngudi Ai Cap cd dai da "giii" bai todn nay bang cdch 18y canh’

8 .
cia mot hinh vudng bang — 9 dudng kinh cia dudng tron da cho.

Sau d6, mac di did cd chiéng minh khing dinh la khong thé
giadi bai toan nay bing cdc dung cu Euclid nhung hang nghin
ngudi vin tim cach gidi nd va ho clng ¢d duge nhiing két qua,

Ngusi Hi Lap c6 dai ddu tién nghién cdu vin dé nay la
Anaxagoras (499 - 427 trudc Codng nguyén) va sau dd la
Hippocrates nhung ciing chi thu duge mot 36 két qua trong cdu
phuong mot 88 hinh trang dac biét.

Khodng nam 425 trudc Coéng nguyén, Hippias dua ra dwong
ctu phuong (dudng bac 2) dé€ gial, nhung ai 13 nguoi dung nd
vOi vai trd cdu phuong thi si sdch ndi khac nhau, cé thé la
Dinostratus (khodng nam 350 trudc Céng nguyén) hoac mot nha
hinh "hoc nao d¢.

Phép ctu phuong xdp xi cing dé dang giai dudc bai todn
nay, trong d6 ¢é cach cta Jesuit Kochanski nguti Ba Lan dua
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ra nam1685, cla de Golder dua
ra nam 1849, cia N. Cusa -
W.Snell....

Phép dung hinh Euclid tiém
cdn ciing duge dung dé giai
bai toan nay.

Cé thé ban s8 hoi : da
khéng dung thudc thang va
compa, vdy thi tai sao luc dau
lai phai han ché& 1a chi dung
cdc dung cu Euclid ? Cau héi
nay rdt hay. Thuc t€ trong
hinh hoc thi ddu tién la han
ché chi ding thudc thang va
compa, vi day la hai dung cu
rdt don gian. D&n nay ngudi
ta vin nh&n manh han ché& nay, vi ngudi ta nghi rang : dung
cu vé hinh cang it thi ngusi ta budc phai suy nghi nhidu hon.
Nho d6 sé& rén luyén duge tu duy logic va dc tudng tugng thém
phong phi. Day chinh 14 muc tiéu chi y&u cta hoc hinh hoc.
Nha todn hoc Pierre Simon de Laplace (23.3.1749 - 5.8.1827)
ngudi Phap da ndi : "Hinh hoc hét nhu mot cai né (cung) manh”
Cau ndi nay rit chinh xac va rit t6t d6i voi viéc béi dudng tu
duy va tri tué cta loai ngudi.

P.S.de Laplace

18. Bi AN CUA SO Ao

Lich sit cho thdy, qua trinh tiép nhian mot con s6 mdi la rét
lau dai va gian khé.

& chau Au khai niém s6 am chi xudt hién tif cudi thé ki XII,
do su giai thich chinh x4c ctia nha toan hoc L.Fiboracci. Nhung
mai dén th& ki XVIII nhiéu nha tedn hoc chau Au van cho s6
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am 1a "hoang dudng", “v6 nghia". Ho ndi : "0" la cdi gi khong
cd thuc, vay thi s6 am cdon bé hon ca "0" thi cd y nghia gi ?
Cha 1& lai con c¢d nhirng thd cdn bé hon ca cdi khong e ?
Sy xudt hién ctia s8 vo ti cd thé cd da kha lau, tu trude
thé ki V trudc Coéng nguyén. Ngudi ta phat hién thdy rang,
canh huyén chia tam gide vudbng can véi canh gde vuéng la hai doan
thang v6 udc. Suy nghl nay cing don gidn. Ngudi ta da dp
dung phuong phdp phan ching, tic la trudc hét gia thist V2

c6 thé bi€u thi bdi phan s6 t&i gian g (p, q khéng 6 udc s6

chung khac 1), sau dd suy luan l1a mau thudn. Qua trinh ching
minh nhu sau (hinh 18-1) :

Cho V2 = 5(2 1 phan s t6i gidn), (18-1)
tic la p=V2aq, (18-2)
hoac p? = 2¢% (18-3)

R6 rang, p phai 12 s6 chan, néu khong
thi (18-3) khong xay ra.

Bay git ta cho
p = 2p, (18-4) - B
trong ddé p’ la s6 nguyén.
Thay (18 - 4) vao (18-3) ta dudc :
@p)’ = 24, (18-5)
hoac 2p? = ¢- (18-6) Hinh 18-1

Tir {18-6) thay rdng q ciing phai 12 s6 chan, néu khong hai
v& s& khéng bang nhau.

1

Nhu vay p va q it nhét cling ¢6 udc sd chung la 2. Do do E
khong phai 1a phan s téi gian, mau thuan véi (18-1).

Tai sao lai mau thuén ?

Chinh 13 vi V2 khong thé vist dudi dang phan s6 va nhu
th& 1a gia thiét (18-1) khéng ding.
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Ching minh nay da lam cho nhiéu ngusi nodng sg, vi didu
ma ho da dua ra trude day mau thuin véi két luan nay, do dg
tha cy tuyét voi chan I con hon 1a thita nhén sai 14m. Nhung
dit sao thi chan I cliing da thing.

Trong khi nguwi ta vin cén ngd vuc véi "sd am" thi lai xuét
hién mét s6 méi ddy bi 4n budc vao linh vuc toan hoc.

Nam 1484 nha todn hoc Nicolas Choquet (1445 - 1500) ngudi
Phdp, trong mot cudn sach da viét nghiém cia phuong trinh
4+ x% = 3x la
_ 3 + 2 & 4 18-7)
T T 4~ (

¢ day da xuit hién mét can bac 2 cta =8 am. Diéu nay déi
vdi hoc sinh trung hoc ngay nay van la mét khu vuc dang sog.

Nam 1545, nha todn hoc G. Cardano ban vé viéc liéu cd thé
chia 10 thanh hai s ma tich cta ching bang 40. Ong cho rang,
vén dé nay khong giai bang s6 thue, va viét dap =6 la
5+ V-15 va 5 — ¥=15. Ong chdng minh

(5 +V-15 + (5 -V-15) = 5 +5 = 10;

(5+V=15) x (5 -V—15) = 5 — (Y=1B) = (25 — (~15) = 40.

Hai bi€u thiéc nay d4 lam cho ngudi ta nghi ngd va tit nhién
G. Cardano ciing nghi ngd vé tinh hop li caa cdch tinh nay,
nhung 6ng vin la ngudi ding si x6ng pha vao linh vuc nay cta
toan hoc.

Sau G.Cardano, ngay cang nhiéu ngubi bude vao linh vyc "s8
40", Hang thé ki sau, vao nam 1637 trong cudn "Hinh hoc" cla
R.Descartes, dng da dat tén 86 4o cho can bac hai cda s§ am.
Khodng 140 nam nita, cdc nha toan hoc chiau Au bat ddu dung
i (t¥_chd@ imaginary, tic la hu ao) d€ biu thi ¥—1. Nam 1801
C.F. Gauss diung ki hiéu i va dung l4n *'6i s8 thuc trong o + Bi
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(a, § 1a s6 thuc, 8 1a phan &o) goi 14 s6 phdc. Tu dd vé sau i
va s6 phic ddn dén trd thanh phd bién trén thé gisi.

Lic ddu s6 Ao thudng gay cho ngudi ta cAm gidc hoi thén
bi, vi trén truc s6 khong thé tim duge vi tri cla nd. Cac nha
toan hoc nudc Anh véi sdc tudng tuong doéi dao da tim ra dugc
cach giai thich tuyst voi. Gia thiét : c6 ngudi nao dé ng 10 mau
d&t, tdc la anh ta ¢ -10 miu, ma -10 miu dé la hinh vuéng
thi m&i canh cia nd khong phai 1a V—10 = V10i hay sao ?

Diing cAm vén buc man bi 4n cia s 4o chinh la nha lugng
gisgc hoc Wessel (1745 - 1818) ngudi Na Uy. Ong da tim ra
phuong phap bigu thi
bing hinh hoc cta sé
phic. Theo cach giai
thich ctia 6ng, mot sd
phic nhu A = 4 + 3i
duge thé hién bang diém
A 6 hinh 18-2, trong dé
4 13 toa do6 trén truc thuc
Ox, 3 la toa dé trén truc
40 Oy.

Mot s6 thue o nam
trén truc hoanh Ox khi
quay ngugc chiéu kim
déng ho sé gap truc tung
Oy & «i. Trong hinh hoc
né tuong dng v6i mot di€m chay nguoe chiéu kim déng ho 90°,

Hink 18-2

Néu gquay tiép thi sé chuyén vé s6 am - « trén truc hoanh.
Diéu nay duoc thé hién trong biéu thic
@i)i=a. (P =a.(-1)=~-a (18-8)

Diéu thu vi 1 thita s6 i tuong duong voi diém di chuyén nguge
chidu kim déng hé 90°. Quy luat nay dung cho mei s6 phie :

(4+3i).i=4i+3°=-3+4i (18-9)
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Day la s6 phic B thé hién & hinh 18-2.
Do A (4 +-8i) vd B( - 3 + 4i) d4i xing nén gdc AOB = 90°.

Sau day lad ciu chuyén ma cdc ban doc xong sé thdy, mot
khi s6 phic ¢d duge chd dding trong hinh hoc thi nd sé cd tic
dung biét chitng nao .

Ngay xua ¢ mot thanh nién phdt hién trong dong di san
cua ong ba, cha me d& lai ¢6 moét tdm da dé dung lam gisy
viét ¢d chi ro noi cdt ddu bau vat véi ndi dung nhu sau : "Ding
thuyén dén vi tuyén Bac .., kinh tuyén Tay.. thi sé gap mot
ddo hoang. Phia bac ddo niy cd mét tham cd 16n. Trén tham
c¢6 dé cd mét cay cao su va mot cay th(‘)ng,' ngodi ra con mot
cdi gid treo 8. DS 1a cai gia trudc day dung dé tritng tri nhitng
ké phan loan (hinh 18-3). Tit gid treo cd di dén cay cao su
dugc bao nhiéu budc chan thi hay nhd 14y. T¥ ciy cao su di
vudng gdc vé phia trdi chitng 4y buée. Danh ddu di€m nay. Tro
lai giad treo c6 d&€ di v& phia cay théng va cang phai nhé ldy
dugc may budc chan. Dé&n cay théng lai di vudng gdc vé phia
phai cing ching &y bude chan. Lai ddnh ddu di€m nay. Sau dd
dao bdi tai diém gita hai diém da ddnh d4u. DS chinh 1a noi
cd kho bau”.

Céy cao su

Hinh 18-3
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Ngugi thanh nién nay vé cung phdn khdi, quyét tim mao
hi€m mot chuyén xem sao. Anh ta thué mot chiée thuyén, trong
long tran ddy hi vong, hudng t6i ddo hoang. Pén ddo, anh ta
tim thdy cdy thong va cAy cao su nhung khong tim duge gia
treo c6. Qua bao ngay dam mua dai ning, gia treo c6 bi chén
viui dudi cdt di muc nat hét. Anh ta gian di dao bdi dién
cudng, nhung khéng tim thdy gi cd, danh trd vé tay khéng.

Day 14 cdu chuyén dang tic. Vi néu ngudi thanh nién nay
higu biét chiat it vé toan hoc, déc biét 12 s6 Ao thi anh ta sé&
tim dugc kho bau, Bay gid ching ta hay gidap anh ban tré dd,
dit cong viée ¢d vé di mudn !

Ta coi ddo hoang la mat phing phdc. Lay dudng thing néi
cay thong (N) va cdy cao su (M) Iam truc thuc Ox, di€m chinh
gitta hai cdy la O. Dudng vuoéng gdc voi truc thuc Ox la truc
do Oy. Niua khodng cdach giita hai ciy 1a don vi d¢ dai, do vay
M va N ndm d diém + 1 va - 1. Gia st vi tri cia gia treo cé
{G) chua biét. Ta e6 :

G = a+fi (18-10)

Géc thong (N) & di€m -1, gdc cao su (M) ¢ diém + 1 nén
phuong vi tuong déi sé la :

G+1va G-1.
Ta dugc toa do s6 phdc & di€m Z la:
Zy=G-D . (-D+1=-Gi+i+]1,
va & diém Z, 1a :
Z,=(G+1) .i+(-1)=Gi+i-1

Kho bau (K) nidm giita hai di€m mdc Z, va Z,, vi viy s6

phic bi€u dién K la :

1
K=5@ +2) = é[(—(}.i+i+1) + (G.i+i—1)] = i

Diéu nay cho thay, di gid treo ¢8 (G) ndm & dau thi kho
bau (K) vdn nim & vi tri cla s§ phuc i trén truc 4o Oy. Néu
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ban doc khéng tin, cd thé ldy gify bat ra thay d8i nhing vi
tri cia G xem no 88 cd két qua nhu thé& nio ?

Cau chuyén tim kho bau trén dao hoang dén day da két
thie. D1 cac tinh tiét cdu chuyén cd thé da duge hu cdu, nhung
V=1 tao nén s8 phic thi r6 rang da giip moi ngudi cé thé tim
‘duge hét kho bau niay dén kho bdu khdc trong todan hoc va cac
linh vuc khoa hoc khac.

19. DIEM BAT DONG THAN Ki

N&u c6 ngudi bdo ban ridng, bdt ci lic nao trén Trai D4t
cing cé thé tim duge mot di€m ma & d6 khong cd gid, ban sé
cAm thdy hét sdc ngac nhién. Viy ma didu nay lai hoan toan
la su that.

Rut gon pham vi lai thi s& lam cho ban tin hon. Nhiéu ngudi
biét rdng, dai phong la di€ém mait bdo trén bi€n nhiét déi. Thuc
té dd 1a diém nam gidta vdong xoin khéng khi. Ching ta thudng
nghe théng bio tin tdc bio trén cdc phudng tién théng tin dai
ching : sdc gié 6 ving trung tdm baoc (vang quanh dai phong)
lén dén cdp 12, tiec 1a mbi gidy gid di qua khodng 33m, bang
bén lan tdc d6 tau hdéa binh thudng. Nhung sic gid hung bao
nhu vay ciing chi tap trung & khu vyuc dudng kinh khoidng 10km.
Do téc do khéng khi chuyén déng & vong ngoai rdt manh nén
khéng thé vao trung tam duge. Do dd, khéong khi & dai phong
gdn nhu khong chuyén dong (khong cé gid).

Sau day 1a mdt biao cdo dang tin cay do mot nha khi tugng
ngudi Mi st dung may bay trinh sit dén khao sat tai dai phong.
"... Khong lau, khi nhin man huynh quang trén rada cia mdy
bay thdy & day khéng cd gid, mdy bay voi vang tranh thd bay
qua dai phong (hinh 19-1). Béng nhién t6i thdy bau trai trong
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xanh, xung quanh hién ra mot
bic tranh tuyét dep. Giua dai
phong la canh trong vat, xung
quanh la mét bdc tudng may bao
boc, ¢d chd bdc tudng mAay cao
dung ding sing sling, con nhiing
ndi khac bic tudng may gidng
nhu trén khdn dai efia san védn
déng bao boc xung quanh khoang
10 - 12km, tya nhy théu dét trén
bAu trdi xanh, .."

Hinh 19-1

Nhu vay la d noi gid bdo gao thét vAn tén tai mot di€m bAt
déng cua gid.

Hién tugng cd mét di€m bdt dong trong thién nhién cd thé
bat gap bét ci & dau. Trong cudn "Bi mat khoa hoc" do Trutng
dai hoc Tokyo (Nhiat Bdn} xudt bian cd néu mét viée rat thua
vi : "Thay gido didn mot doan hoc sinh di tham quan mot ngsi
chiita. Thiy gido nhin vaoc trong cai chudng xem cdu tao thé
nac. Mot hoc sinh tinh nghich muén hit hoa thiy, lién cAm dui
g6 vao chuéng. Chiang da, khong doa duge thdy va cdc ni sinh
ding bén canh, ngudc lai, cdu ta bi tidng chuéng kéu to qua
lam 0 c4 tai, lam cdu phai ngdi thup xudng".

Tai sao ¢6 hién tugng la nhu vay ?

(Gidao su Dién Trung Phi di vé ra hinh 19-2 va giai thich
thém :"Diéu nay clng nhu viée d6 ddy nudc vao trong mot cii
bit, sau dd ldy chifc dda go vao
thanh bdt nudec. Quan sat ching ta
thdy sdng nudc sé ti bén. ngoai
chuy&n déng vao trong long bat. Lac
do phan sdng § gitta bat sé mat di
vi ching tdc dong vao nhau. O cde
di€m A, B, C, D, E thuc t& 1a diém
bdt ddng cba song. Nguge lai chd
ding clha nguoi g6 la diém F, tink
ct lai 14 noi ¢é chdn dong 16n nhit.
Cho nén am thanh da giy nén hién
tugng 1 tai". Hinh 19-2
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Ban ¢ thé thuc hién mét tro choi
thd vi nhu sau :

Liy hai tdm anh khéng béng nhau
ciia cing mdt ngudi (hinh 19-3), ném
tdm anh nhd lén tdm anh lon, sau do
ban tuyén bd vdi meoi ngudi : hai tdm
anh nay nh4dt dinh cd mot diém chung.

Khan gia cia ban s& nva tin nia
ngd. Nhung khi ban ndi 16 cach tim
duge difm chung dd thi mol ngudi sé
hé&t nghi ngo.

Cot tdm anh lon 1A A B C D’ va
tdm anh nhé 14 ABCD (hinh 19-4).
Kéo dai AB gap A B’ tai P. V& hai dudng tron di qua A, P, A
va B, P, B’, cit nhau tai O. Diém D c
O nam trong anh nhé va tdt nhién
phai ndm trong anh lén. DG chinh
la tdm cia phép bién d8i déng
dang va ciing chinh la di€m bit
d6ng can tim.

Ching ta da biét :
T ——
OAB = QAW
T P
OBA = OB'A,

Hinh 19-3

suy ra

AOAB ~ ACAB'.

Hay xem di€m bit déng cd gi
ki la ma bufec ngusi ta phai tim
kigm ! Hinh 19-4

Viéc nghién ciu hé théng di€m bit dong dugc bat ddu tu
ddu th& ki XX. Nam 1912 nha todn hoc Luitzen Egbertus Jan
Brouwer (27.2.1881 - 2.12-1966) ngudi Ha Lan da ching minh :
moi anh xa lién tuc tit mét vat thé ciu trong khéng gian n chiéu
vao chinh nd thi ¢ mét di€m bidt dong. Do 1a dinh li vé& diém
bit dong ndi tiéng.
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b&i véi phdn lén hoc sinh trung hoc
thi mot 36 thuit ngd todn hoc trong dinh
i cha L.E. J. Brouwer khéng cdn phai
giai thich. Vi du, "anh xa lién tuc”, ndi
dai khai la hai di€m cdch nhau rit nha,
qua anh xa thi cu li cha hai diém anh
vin rdt nhé. Con "khong gian n chiéu"
thi day liv mot khéi niém triu tugng Noi
cu thé : dudng thing 1a khong gian 1
chiéu, mit phing 13 khéng gian 2 chiéu.
khéng gian théng thudng 1a khong gian
3 chiédu, ... Mot doan thang la thé cdu 1
chidu, mat hinh tron phing 1a thé& cdu 2
chiéu, khéi cdu binh thudng 1a thé€ cdu 3 chiéu, ..

Dinh i cda L.E. J. Brouwer cd tinh thuc tién rdt thd vi.

L.E.J Brouwer

Lay mét cai lo e dday bang vA mdt manh gidy vita khit day
lo. Méi diém trén manh gidy thi tuong dng v6i mét diEm &
day lo. Bay git 14y méanh gidy ra, vd manh gidy thanh mét cuc
réi vit vao lo. Theo dinh i cta L.E. J. Brouwer thi di cuc
gidy dude vd th€ nao, khong cadn bigt cuc gify roi vao ché nao
cha ddy lo, ching ta vAn cd thé khing dinh la trén manh gidy
vin ci o6 mét di€m ma di€m dd chigu xudng ddy lo thi trung
v8i di€m tuong dng véi nd trén day lo trude day, cho du chiing
ta cd thé khéng chi ra duge dd 1a diém nao.

Su thuc trén day cd th€ giai thich nhu sau :

Giad st hinh chi€u cia cuc gidy trén day lo 1a khu vuc Q,.
R& rang mot difm trén cue gifly voi di€m tuong dng trén Q,
$& ndm trong khu vuc Q,. Gia st hinh chi€u cua phén cuc gidy
tuong dng vai khu vye Q) 1a khu vye Q, trén ddy lo. Ro rang
Q, < Q, Tuong ty nhu viy mét diém khdc trén cuc gidy vdi
diém tuong dng trén Q, nam trong Q,. Hinh chiéu cia phin
nay cla ty gidy la khu vyc Q, trén day lo, thi Q, < Q ,, ..
Cd nhu vay lam nhiéu lan sé dude mot loat khu vuc Q, Q,,
Q,,... Cai no nhé hun cai kia, tao nén nhitng vong tang no nhé
hon tang kia, cubi cung s& rat gon lai thanh moét digm (hoéac
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mot khu vue bé nhat). Vay vi tri cia di€m (hode khu vuc bé
nhdt} nay trén cyc gidy nh&t dinh vita ding vao difm tuong
ing 4 day lo.

Dinh I cia L. E.J. Brouwer ra doi da gay sy hing thd cda
cdc nha todn hoc vad di cd nhidu dng dung khde nhau trong
toan hoc, dac biét trong li thuy&t phuong trinh vi phan, tich
phan, i thuyét cyuc trj, ... .

-Truée khi cd dinh i L. E. J. Brouwer, nam 1799, nha tosn
hoc C. F Gauss da chdng minh :

Phuong trinh dai 6 bac n :

x" + an_lx”_l + an_zxn“2 +..tax +a, =0
cé it nhdt mét nghidm phiec.

Pay 12 dinh li ¢0 ban cta dai s§ hoc.

Ngay nay, sau khi ching ta nghién ciu li luan vé didm b4t
dong, cd thé€ coi nghiém cia phuong trinh f(x ) = 0 la diém
bdt déng cia ham sd :

px) = (x) + x.

Nghiém cua phudng trinh f(x) = 0 khéng thé vugt qua khu
vyc hinh tron cd ban kinh du l¢n cia mat phing s phiic, con
ham s6 @(x) thi ré rang la lién tuc. Do d6, & khu vuc hinh
tron dd, van dung dinh li di€m bit i6ng cta L.E. J. Brouwer
thi cd it nhdt 12 mét diém bat dong x, nghia la ¢(x) = x, hay
fix) + x = x.

Nhu vay f(x) = 0 ch{ it 12 ¢6 1 ngzhiém.

Do dd cd thé thdy ¢dc dung to 16n cua dinh li nay la ching
minh su tén tai nghiém clia phuong trirh mot cach rdt don gian.

Nhung vé i thuyét diém bat déng thi cdc nha toan hoc c6
vé chua duge théa man lm, vi ud chi méi cho bigt sy tén tai
cua di€m bdt dong, chd chua ndi ré diém bdt dong d dau. Vdn
dé nay da lam dau ddu cdc nha toan hoc da nida thé ki nay.
Mai dén cudi nhitng nam 60 cia thé ki XX, vin dé méi tién trién.
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Nam 1967, giao su Skafu ngudi Mi da cd mot bude dot pha
tit ché chua bist, dén ché da biét di€m bt dong. Ong da dua
ra cdch tinh dong hitu han nhiing di€m tiém can dén di€m bat
dong va dat duge thanh cong mi méan. '

Diéu thd vi la, ngay ban than Skafu la ngudi chuyén nghién
ciu kinh t& nhung toian hoc da gidp rat nhiéu cho 6ng va déng
nghiép trong cong tiac. Diéu nay ndi lén ring, bat cd mén khoa
hoc nao, néu van dung toan hoc tét mdi thuc sy giip cho nganh
khoa hoc dd cdt cdanh duge. Mot nha khoa hoc Nga da tiing ndi
ciu ndi ti€ng :"Toan hoc la nit hoang cia khoa hoc tu nhién"
qua that khong hé cudng diéu.

20. NGHE THUAT "TIA HOA"

Thang 6-1974, Héi nghi qudc t& vé "Cach tinh va dng dung
diém bit déng" ldn ddu tién, dugdc td chdc tai Mi. Tham gia
héi nghi nay c¢d hang chyc nha todn hoc cua cdc nudc Au - Mi
vA Nhat Ban. Tai héi nghi, gido su Hadro
Cocen ¢ Trudng dai hoc Boston (Mi) da -
doe bai tham luan gay chdn déng. Ong da #HJ'
trinh bay phuong phap giai phuong trinh
dai s6 vé difm bdt dong. Vi tai hing
bién, éng da dua ngudi nghe nhu lac vao }
vuong qudc thuc vat ddy sinh dong. Ong
da mé ta xay dung mot hang rao hinh /
khdi. Hang rao nay chia lam nhiéu tiang \
tit dudi lén trén ngay cang day dac (hinh \\
20-1). O tdng thdp nhdt cda hang rao \X //
6ng dat mot "chiu hoa" dac biét. Sau do 4
6ng dua tdt cd cdc y&u t6 cia phuong
trinh cdn gidi vao "chau hoa" . Tiép dén,

Hinh 20-1. Mat bén
cla hang rao.
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xung quanh "chiau hoa" moc lén nhiing madm mdi. Nhitng mém
cdy nay leo lén hang rao, vong véo mot lic réi vion lén dinh hang
rao. Méi médm cay chi 1 nghiém chda phuong trinh. T4t ca nghiém
clia phuong trinh déu duge tim ra.

Day khong phai 1a chuyén khoi hai, ma chinh 1a khoa hoc
duge thue hién & theé ki XX Lam th& ndo ma H. Cooen bign
dugc m6n khoa hoc khé khan thanh mon hoc cd sic séng dong
nhu vay. Ong da dua vao phuong phap tiém can diém bat dong
ma Skafu da dua ra. H.Cooen da hoan thanh xudt sic ba viéc :

Mot 14, tao ra mét hang rao hinh tru ;
Hai 13, tao ra "ch&u hoa" ¢d nhiéu mam cay ;

Ba 1a, d€ cho nhitng mdm cay thdn ki 16n Ién theo nhiing
théng tin cd duge.

Trudc hét hay xem hang rdo hinh tru.

D¢ 1a viéc sap xép khéo
léo hang loat mat sd phic
C_,, C, G, Gy o gidng
nhu cdc tdm dan cia tdng
nha lau (hinh 20-2). Sau
dd, trén mat mébi tdm =6
phic chia ra thanh nhiing
tam gidc vudng can theo
mét quy tde nhdt dinh. Tam
dudi cung c¢d ki higu 1a C_p,
canh cda tam gidc vuéng
Hinh 20-2 cin la 1. Két cdu cuia C.

A
ANV AN AT i

AV BV Sy N Sy AW

LAV o N Ay A el A

y Y

C4 CO
Hinh 20-3
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C_, giéng nhau, chi khac la dudng xién cda hai mat tdach ra,
tdm trude di qua di€m géc, tdm sau thi khéng di qua diém gée
(hinh 20-3). .

T C,, bé mat cha cac /\/

tang la C,, C,, ... Trén

cac bé mat dé déu CO’Z e m oo
dudng xién di qua diém P

goc. Trén méi tdng dg,
duong huyén cua tam

gidc vudng cin sé thu AL

nhd lai con mét nua.

Bay gio, giita hai tdng '
gdn nhau ching ta dung

nhitng thanh kim loai
nhé dyng thanh khéi lap - Hinh 20.4
phudng nhé (hinh 20-4),

Dén day H.Cooen da hoan thanh viéc thd nhét.

Viéc thd hai 1a xay dyng "chau hoa". Ong dua mat phing
phia duédi chia ra ba gde 120° (hinh 20-5).

Y w=1z) v
3 3] 2 2

3

1
1 N 1

"'-._,___...-P"_‘-‘—-\.
1 1 TN
= 3 -

1 . 3 1

1
2 3 3 3

Z2=Xtyi Hinh 20-5 w=u+vi

Nhu vay déi véi da thaic f(x), bdc n vA mot di€m z bt ki
trén mat phing déu cd thé tinh duge @ = f(z). Vi tri cla w
phai 1a mot trong ba khu vue dé. N&u & gde I thi trén di€m. z
tugng dng danh ddu "1", & gdc Il danh ddu "2", & goc III danh
ddu "3". Nhu vay ching ta cd thé ddnh d&u trén tit ca cac
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di€ém nit cua hang rac. Diéu nay rd rang 1a bang viéc truyén
tdt cad théng tin cua f(x)} trén toan bo hang raec. Day thuc sy
la didu ki diéu.

2/\1 r: : Sau khi lam cdc viéc d trén,
- H.Cocen lai ching minh : Lay diém

2 gdc C_, trén bé mit lam trung tam,
2 canh bén dai 1,04m, nhidt dinh cd

3 / ) i6n tai mot difm n theo chidu nguge
T x kim déng hé. Ki hiéu cia nhing

q / 1 di€m nay theo huéng tit 1 dén 2

nhu cic chim den trén hinh 20-6.
H.Cooen goi cdc hinh tam gidc vuéng
1 1\/2 3 3 trén mat 1a "chau hoa", con cdc di€m
n § xung quanh "chau hoa" chinh la
nhitng cdi mam di moc lén. Chdng
minh nay cia ong thuc ra khong khd, nhung rdt tén céng, &
day khong dé cip dén.

Bay gid ta xem nhiing cdy thdn ki cta H.Cocen da lén lén
nhu th& nao ?

Hinh 20—-6. "Chdu hoa" va mam.

bé lam r56 diéu nay, phai ¢ vi du sau day : Né&u ching ta
mudén giii phuong trinh x> = 5 = 0 cd thé lam nhy sau : Ldy
f(x) = x> - 5. D& hiu 1a f(1) < 0, £(2) > 0 thi gita 1 va 2
phai cé 1 nghiém. Xét difm giita, ta
tinh duge £(1,5) < 0 thi giita 1,5 va :
2 phai cd 1 nghiém. Ta lai tinh duogc y
f (1,75) > 0 nén ta phan doan dugc
gitta 1,60 va 1,75 ¢d 1 nghiém. Cad
nhu vay, vong quanh nghiém ngay f(1.75) f2)
cang nhé lai, cudi cung rit lai cdn g X

1 diém. DG chinh 13 nghiém V5, ta 0 2
cé f(V5) = 0. W

Thuc t& tinh tedn trén day cing /
la "phuong phap moc médm"* cla cay.
M4m cay bat ddu ti 1, ct tinh dédn Hink 20-7
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lén. Quy dinh la ¢ tinh ham sé thuc f(a) < 0 tuong dng vai
di€ém a. Mim moc xuyén sang bén phai vA ngude vdi né la
vitdn sang hén trai (hinh 20-7). Do cang moc 1én cang cao thi
cang day, cudi cing 14 khong gian cang bé lai. Tua hé nhu chi
thdng theo huéng V5. Hinh 20-8 th& hién qua trinh nay.

V5

Hinh 20-8 © T Hink 20-9

Phuong phéap thuc vat ki la cia H. Cooen dung la nguyén
i trong vi du néu & trén. Chi cd didu la phuong phdp nay si
dung c6 4 mat thi nd phdc tap hon ma thoi

Hinh 20-9 m6 td su vuon lén ctia mét nhanh hinh tru caa
H. Cooen. ‘

Ngay nay cdac nha toan hoc di dua theo phuong phdp cta
H. Cooen dé tao ra trinh tu tinh todn cho mdy tinh dién td.
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21. Bi MAT BAT DAU TU QUA BI-A

Bi-a la tro choi bat nguén tit Phap vao th& ki XVI. Ngay
nay, vin cd nhidu ngudi mé trd choi nay, nhung khéng may ai
biét duge nguyén li toan hoc cha nd.

Ta xem qui bi-a 14 mot hinh tron, ban bi-a cd chiéu dai va
chiéu rong theo moét ti 1& nhdt dinh. Su chuyén dong cia qua
bi—a theo nguyén tac "gdc tdi = gdc phdn xa" dap vao thanh
ban bi-a d€ ti&n lén (hinh 21-1).

Hinh 21-1.

Vin dé ta cdn quan tidm 1a qua bi-a di theo hudng nao 7
Trong tinh trang nao thi qua bi-a méi cham vao 4 thanh ban
(vach) va roi vao hé ludi ? Hinh 21-2 chi phuong phap phan
xa lién tiép (tai ph&n xa) va md td dudng van dong thuc té
cia qua bi-a. Khéng cin giai thich ban doc cing biét , néu qua
bi~a khéng cham vao thanh ban thi theo nguyén tic, né vin
chuyén déng thadng. Do dd, chi cd dudng di t6i dd dai thi qua
bi—a méi roi vao hd dudc. _

N&u coi ban bi-a la hinh vuéng thi vin khéng thay d&i dugc
ban chdt eta két luan vita néu. Nhu viy cé thé coi qua bi-a
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N
C{33 D(4,3 C(53)
r'( } 4,3) -,q(

~

I .

B(1.2) A2 2) Bi(a,z)/ A4 2) B2

D4, 1)

Hinh 21-2

xuit phat ti diém M trong gdc vudng cia mdt hé toa do vudbng
gdc. V&i toa do nay phuong trinh dudng MN ma qua bi-a chuyén

déng co thé vist thanh

ax+by =c (a,b # 0).

Pay la phuong trinh vo
dinh bac 1. Né&u ching ta
khéng thém bét diéu kién nao
déi vai (21-1) thi chi cdn cho
moét x bat ki cing sé duge
mot y tuong dng Diéu nay
cho thiy (21-1) cd vd =6
nghiém. Tén goi phuong trinh
vd dinh ¢d 1& duge ra dai vi
nhu vay.

(21-1)
¥
//
N(p.g)
rd

9,
1
0 1 X

Hinh 21-3
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Nhung trong phin lén trusng hop, phuorg trinh (21-1) ed
thém diéu kién han ché, vi du toa d6 la s8 nguyén.
Néu gia tri toa d¢ (p, @) cia di€m N déu la s nguyén thi,
ta goi N la "di€ém nguyén” (hinh 21-3). Phuong trinh (21-1) cd
nghiém 14 s6 nguyén, tiuc 1a cac dudng thing do ching bidu thi
phai di qua moét diém nguyén. Do di€m nguyén tudng duong
voi di€m & thanh trén ban bi-a nén qua bi-a liéu cd roi vao
hé luéi hay khéng, déu phu thude vao phuong trinh (21-1) cta
qua bi-a. Nhung nghiém cua phuong trinh (21-1) ¢6 phai chi
la s6 nguyén hay khéng ? T8ng quat 1a cd phai bdt ki phuong
trinh vé dinh bac 1 nao cing déu cé nghiém s6 nguyén hay
khong ? ‘
Cau tra 1oi la : khong hoan toan nhu vay. Vi du phuong
trinh 3x + 6y = 2 thi nghiém sé khong phai 1a s6 nguyén. Thue
t€ la bdt ki s6 nguyén naoc cua x, y trong v& trai cia (21-1)
déu chia hét cho 3, con v& phai thi khéng thé duge.
Ké&t luan néu & trén cho thdy, néu ngudi choi bi-a chon
dudng di cua qua bi-a khong théa dang thi sé lam cho qua
bi—a nhiéu 1an cham vao thanh ban bi-a va nhu vay thi qua
bi-a khd roi vao hé luéi.
Diéu thd vi la, hién tugng vlta néu
s <>l & trén cd lien he rat K la véi "vat den
- A tuyet doi" trong vat li. Vat den tuyet
L o d6i 1a vat thé I tudng, cé thé hdp thu
hoan toan tia sing. O di€m dinh cua
cdi hop hinh chit nhat ma vach cta ndé
- co sdic phan xa tét, ta duc mdt 1§ nhé.
//,/ < A} D6 chinh 1a mé hinh vat den tuyét déi
"(‘ /ﬁ (hinh 21-4). Nhin ti trén xuéng, khi
T T s rI anh sdng lot vao 16 nhd, lic d6 phuong

Hinh 2I-4. M6 hinh vat den
vt el ax +by = 0. (21-2)

Néu dnh sang cd thé lot qua 16 nhé thi luc dé dudng thing
phai di qua mét diém (p, gq) véi p, g rguyén. Thay vao (21-2)

trinh cda dudng anh sang cd thé viét la :
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ta co

? (21'3)

ol®

a
b
hiém thdy. Cho nén anh sing lot vio 16 nhé rit khd cé thé lai
xuyén qua 16 nhd khae, tidc la anh sang d4 bi hdp thu ngay
trong vat den tuyét déi.

cing cdé nghia 12 — phai la mét s6 c¢d nghia. Didu nay lai rat

Bay gis ching ta quay lai phuong trinh bidt dinh bac 1.

Néu ta biét mét nghi¢m nguyén cha (21-1) lax =p, y, = q
thi ching ta sé cé thé biét toan bd cdc nghiém nguyén cda ng.

Thue t& néu tim duge x va y 1a nghiém khdc caa (21-1) da
biét thi do

ax + by = ¢;
ap + bq = ¢, } (21-4)
ta duge
a(x~p =-by-q). (21-5)
Do a, b nguyén td cung nhau, cho nén sé& cd
(x-p) = bk,
(y ~q)=-ak,
va ta duge :
= + bk;
*=r k’}(k:O,tl,iz,...) (21-6)
y =q — ak.

Ti nhing diéu da néu & trén ching ta thiy rdng, néu cod
th€ tim duge mot nghiém riéng nao dd ddi véi phuong trinh
vd dinh bac 1 hai 4n thi viéc viét ra t&t cd cdc nghiém la ching
khé khan gi .

Pau nam 1979, nha vat i hoc duge giai Noben, tién si Li
Chinh Dao ngudi Mi géc Trung Qudc da dua ra bai todn vui
sau day :

Trén bai cdt by bién cd mét déng hat dé, day la tal san
cia 5 con khi. Ching muén chia déu s6 hat dé nay. Mot con
khi dén, nd chd mai ma khong thdy mdy con khic dén. Nd ben
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chia déu s6 hat dé lam 5 ph4n bang nhau, con thirta 1 hat. No
lién vit hat thia xudng bién va 14y phan minh mang di. Sau
dé con thi 2 dén, nd lai chia déng hat dé con lai lam 5 phan
bang nhau, lai thita 1 hat, nd lai vit hat thia xuéng bién va
lay phdn minh mang di. Cac con khi khdac dén cing lam nhu
vay. Héi ¢d bao nhiéu hat dé trong déng ban ddu ?

Cd th& giai bai todn nay nhu sau :

Gia st dong hat dé ban ddu cd x hat, cufi ciing thita y hat.
Theo diu bai ta c6 :

4 4.4,4,4
5(3(((5 "D -v-v-D-D=y
Thu gon lai ta duge :
- 1024x - 31256 y = 8404. (21-7)

Giai phuong trinh v6 dinh bac 1 (21-7) khéng khd lim. Néu
ta chu y dén cdc hé s6, thdy :

3125 - 1024 = 2101.
1
Ma 2101 bang 1 cuia 8404, do dd ta duoe :
x=-4;y=-4 (21-8)

Nhu vay (21-7) la phuong trinh cé edch giai dac biét.

Tu (21-8) thay, tdt cd nghiém s8 nguyén cta (21-7) cd thé
viét thanh :

x = —4 — 3125k;
vy = —4 — 1024k,

Nhung x va y phai la nguyén duong. Do vay khi k = - 1
ta dugc db6i s6 nhé nhdt x = 3121 va y = 1020.

Day chinh 1a 13i gidi cta Li Chinh Dao. Ong con cho bidt :
nha vat li hoc noi tiéng P.AM. Dirac (sinh 1902) ngusi Anh da
dua ra loi gidi khdc nhung cui cung cing phai thita nhan la,
néu s8 khi trong doan la 5 thi

x = 5% - 4
— 45
y=4 -4,

] k=0, +1,%2 ..) (21-9)

(21-10)
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22. TU MOT CHIEC BINH cO DAY HINH BINH
HANH

Nhitng ngudi ¢ ddu dc thong minh nhiéu khi chi qua thi
nghiém ho ciing cd thé nghi ra nhiing ¥ nghi sau sic. Sau day
1a mdt vi du nhu vay :

C6 ba chise binh dung tich 3 lit, 7 lit va 10 lit. Bay gis co
10 lit dung dich mudn chia thanh hai phdn bang nhau va dung
ba binh do thi lam thé€ nac ?

D& giai bai toan nay, ngusi ta da nghi ra cach ridt hay
sau ddy :

T4 mot chiéc binh cd day hinh binh hanh, hai canh dai 7 don
vi va 3 don vi, gita ching la goc 60° ngudi ta chia day binh
thanh cac tam giac déu (hinh 22-1). Tai mdi dinh clia tam gidc
déu, déng theo ba canh s& dugce s6 dung dich dung trong ba

flinh 22-1
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binh. Vi dy, tai dinh M thi trong binh 3 lit cd 2 lit dung djch,
binh 7 lit o6 3 lit dung dich va binh 10 it ¢6 5 )it dung dich.
Ching ta viét gon lai la (2, 3, 5). Cach bi€u thi niy giéng nhu
diém toa d6. R6 rang, néu ngay ti ddu toan bo dung dich dung
trong binh 10 lit, ta cd th€ bigu thi bang di€m A0 , 0, 10).
Hay nghi xem, n&u rét di roét lai thi dung dich sé thay déi nhu
thé nac ?

Trong qué trinh rét cé thé ¢d mot binh nao dé khong thay
déi lugng dung dich (giit nguyén) va khong bao gits rét day mot
binh ma binh khac lai hét sach dung dich. T4t ci cac trang
thai dé déu dugc thé hién biang cac diém tuong dng & hinh
binh hanh. Theo nguyén tic ndy, ti diém A ching ta ¢d thé
chia déu 10 lit dung dich bang hai cach :

Cach 1 (hinh 22-2) : Bi€u thi sy rét di rét lai dung dich
theo cach nay nhu bing 22~1. D4u * trong bang 22-1 thé hién
da chia duge 5 lit theo yéu cau.

30E1 2 3C4 5§ 6 ?0

% AVAVAVAVAV

B D
30123456 70

FK'AVAYAVAV

1OA9 8C7 86 5K4 3 10A‘875J4B
Hinh 22-2 o Mink 22-3

Céch 2 (hinh 22-3). Big€u thi sy rdét di rdt lai dung dich theo
cach nay nhu bang 22-2. D4u * trong bang 22-2 thé& hién di
chia duge 5 iit theo yéu cdu.

Hai cach nay tuy higu qud giéng nhau, nhung ciach 2 it hon
1 14n so véi cach 1. Vay cd phai cdach 2 la tét nhdt khoéng ?
Ngoai hai cdch nay cdn cach nao nita khéng ? Lam sao d€ ndi
cach nao té6t ?.. Nhing cdu hdéi do cdc ban doc hét muc nay

Sé ro.

122



www.VNMATH.com

S& 14n ré6t theo cach 1

Bdng 22-1

Thit e
l4n rot

Binh dung dung dich (lit)
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0, 6, 4)
3, 6, 1)
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(2, 0, 8)
©, 2, 8)
3, 2, 5)
0, 5, 5)

S6 lan rot theo cich 2

Bdng 22-2

—

Thit
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Binh dung dung dich (lit)
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Diém
tong ng
¢ hinh 22-3

Ki hiéu trang thai
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(0, 0, 10
(©, 7, 3)
3, 4, 3)
(0, 4, 6)
(3, 1, 6)
0, 1, 9)
(1, 0, 9
{1, 7, 2)
(3, 5, 2)
(0, 5, 5)

C6 thé ban da thdy ring, ca hai cdch da néu thi binh 10 lit

chi cd tdc dung trung gian, dung dé chda chd khéng ¢d tac
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dung dong ludng. Nhu vay néu ta goi x la s6 lan rot ddy binh
3 lit va tuong tu y 1a s6 1dn rdt day binh 7 lit, ta c6 phuong trinh
3x + Ty = 5, (22-1)
trong dé x, y cd thé la s6 nguyén am.
Ta cd nghiém cla (22-1) mot cach dé dang : x = 4 va
y = —1. Diéu nay cd nghia la binh 3 lit d4 cd 4 1an dugc dyng
day réi lai rdt sang binh 7 lit va rét ddy binh nay, réi rét hét
binh 7 lit thi chia duge 10 lit lam hai phdn bing nhau. Thd
tu rot duge thé€ hién & bang 22-3 (cich 3).

Bing 22-3
84 1dn rot theo cach 3

l‘];:lur;g Bm: dung d;mg d;chl({:ll) Gidi thich
0 o 0 10 :
1 3 0 7 | Rét day vao binh 3 lit
2 0 3 7 | Rt hé&t binh 3 lit sang binh 7 lit
3 3 3 4 Rot ddy vao binh 3 it
4 0 6 4 | R6t hé&t binh 3 lit sang binh 7 lit
5 3 6 1 | Rot day vao binh 3 lit
6 2 7 1 | Rét 1 lit cia binh 3 lit sang day
binh 7 Yt
7 2 0 8 Rdt hét binh 7 lit sang binh 10 lit
8 0 2 8 | Rot hét binh 3lit sang binh 7lit
9 3 2 5* | Rot ddy binh 3lit
10 0 5* 5* | Rt hét binh 3 lit sang binh 7 lit.

Ro6 rang cach 3 nay 1a cach 1.

Cung nhu vay, ching ta cd thé thdy x = -3 , y = 2 ciing
la nghiém cia phuong trinh vé dinh bac 1 (22-1). Diéu nay cd
nghia 1 binh 7 lit da duge dung ddy 2 ldn, sau d¢ rét sang
binh 3 lit vA binh ndy ¢ 3 lin vdt h&t thi s& chia déu dugc
hai phian cia 10 lit. Day chinh 1a cich 2.
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Bay gio ta ban thém. Gia st dung tich cla ba binh 1a p, q
va s lit (8 = p + q). Cén rét di rét lai dé chia thanh n lit.
Theo phan tich & trén, néu ching ta cd thé tim duge nghiém
cia phudng trinh vé dinh bac 1 :

px +qy = n, (22-2)

tdc 1a ta da gidi duge bai todn. Nhung nghiem lai phai la s6
nguyén. Diéu nay chi cdn p va q nguyén t6 cing nhau. Nhu
vay ching ta sé tim duge s6 nguyén I, m. Ta duge :

pl +qm = 1. (22-3)
Nhan hai v& cia (22-3) véi n ta c6 :

npl + nqm = n. _ (22—-4)
Tu (22— 4) va (22-2) ta dude :

y - g (22-5)

Phuong phap tim {, m da cd tif rdt lau r6i. Chuyén el ké
rAng, nh&a todn hoc Euchd dd tim ra.nd ti thé ki IV trude
Cong nguyen Phuong phdap nay nhu sau ( p < q) P~ 4,
duge s6 du r, néu r; # 1 thi 1y r, - p, duge s6 du r,, néu
r, # 1 thi ldy r, - r), duge s6 du r3 . Cd t1ep tuc nhu viy
dén khi duge r; = 1.

Né&u ching ta st dung cong thic cda gido su Li Chinh Dao
(21-9) & muc 21 thi tién hanh nhu sau : Tuong tu (22-3) cho
p = 1024, q = 3125, ta dugc :

10247 + 3125m = 1, (22-6)
Dung phuong phap cia Euclid, phan tich :

3125 = 1024 3 + 53
1024 = 53. 19 + 17
3 =17.3+2
17=2 8+ 1.

Ta d6 ta duge :

1 17-2.8
17-(63-17.3).8=17.25-53.8
(1024 - 53.19).25 - 53 .8
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1024 . 25 - 53 . 483
1024 . 25 - (3125 - 1024 . 3 ). 483

= 1024 . 1474 - 3125.483. (22-7)
Tit (22-7) va (22-6), ta duge :
I = 1474, m = - 483, (22-8)

Tu (21-7), (22-2) va (22-6), ta duge n = 8404,
Tw (22-8) va (22-5), ta cd :

x = 8404 . 1474 = 12 387496,
y = 8404 . (—483) = —4059132.

Nhu muc 21 ta da biét, tdt cd nghiém s8 nguyén cia (21-7)
duge tim theo (21-9), vai k = -1,

(22-9)

O day s8 ung voi k = - 3964 va cing la cdch gidi dac bist,
nhung cach gidi ndy s& phic tap hon r&t nhiéu so véi cich giai
cia Li Chinh Dao ¢ muc 21. Hai cach giai nay khac nhau rit
xa. Cach giai caa Li Chinh Dao 1a dua vao suy luan khoa hoc,
con cach gidi ¢ day (cia Euclid) 1a suy dodn theo kha nang tu
duy. T4t nhién 14 suy luan hay tu duy déu la k&t tinh cua khoa
hoe. Cich cta Euclid di tir vdn dé tén tai dén phuong phap t6i uu.

Bai toin chia dung dich trén day d4 lam nhiéu ngudi dau
ddu nhdc de dé tim )& gidi. N&u trong tay ban c¢d cin, ban
thuc hién phép can. thi bai todn trd nén d& dang Quy tdc dat
ra cho bai toan 14 khéng duge dung van, khéng dugec ding céc
dung cu do thé tich c¢d chia 46, ma chi véi 2 hodc 3 binh o
quy cdch xdc dinh d€ rét qua lai sao cho cang it 1an cang tét.

Vi bai todn di néu & trén, ¢é ngidi suy nghi rdng, da cd
binh 3 lit, vay thi chi can 2 lit nita 1a dugc va da cd binh 7 lit
nén néu cd 9 lit thi s3 cd 2 lit. Mudn cd 9 lit, tic la ba ldn
cta binh 3 lit. Do vdy ngudi do da dua ra cach chia theo miii
tén & hinh 22-4.

Binh 10 )it | 10
Binh 7lit
Binh 3 lit 0 0 3t o -3 o

L]

~—.6 6.9 9 2 2 .5
4 1 1 0 "7 5 5
1 Y1 "3 o

.

Hinh 22-4
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Khéng biét ai dé khi nhin cdc mai tén ¢ hinh 22-4 da lién
hé véi duong di ctla qua bi-a, nén da dua ra hinh 22- 5 Pay
12 mét hinh ch@ nhat thé hién ban bi-a va dudng ké la dudng
di cua qud bi-a. Qua dd cd thé tim thdy cdch rét dung dich
qua lai gilia cac binh.

Tuong tu bai todn nay la bai toan chia 12 lit ddu lam hai
phdn bang nhau néu cd ba binh 12 lit, 7 lit va 5 lit.

v 1
' Vo7 . \
v v \‘ \ \‘ \ \ ' \ \ v [
:

\ \ " \
0 9 8 7 6 5 43 2149
Hinh 22-5 Hinh 22-6

So d6 chia nhu hinh 22-6. Ta thiy gidi phap tét nhit 1a rot

11 lan qua lai.
Diéu cdn luu y & day la téng dung tich cia hai binh nho
- phai bang binh lén va binh 16n phai bang dung dich phai chia.

23. HAN TiN DIEM QUAN

Han Tin 1a tudng gidi, séng ddu thoi Han (th& ki II trude
Cong nguyén). Chuyén ké ring, cd mdét hém éng cung di véi
mét vi tudng ki€m tra quan linh trén bai tap. Khi quan linh
da tap hgp thanh ba hang doc, Han Tin héi : "Hang ngang cudi cling
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- ¢6 bao nhiéu nguai 7.
Vi tudng bdo cao
"Hang cudi cung chi co
2 ngudi”. Han Tin bao
cho tap hop thanh nam
hang doc va lai héi :
"Hang cubdi cing cd
mdy ngusi ?

bap : “"chi ¢
8 nguti’. Ong lai ra
lénh tép hgp thanh bay
hang doc va lai thay
thita 2 nguoi.

Lic nay Han Tin lai héi : "Hém nay quan linh ra bai tap
la bao nhiéu ngudi 7. Vj tudng tra 1&i : "Cd 2345 ngudi !". Han
Tin nghi mét lic réi ndi : "Khong ding ! Thuc t& chi cd 2333
ngudi, it hon 86 lugng bdo cdo la 12 ngudi !". Vi tuéng ban tin
ban nghi bén tip hop quan linh lai r6i dém. Qua nhién chi cd
2333 nguvi. Vi tuéng héi Han Tin la 1am sao d&€m dude chinh
x4c va nhanh nhu vay. Han Tin cudi, ndi : "Ta dua vio quy
luat s6 du ma tinh ra "

Cau chuyén "Han Tin di€m quéan" (hay "dém quin" eiing vay)
ndi tiéng, tuy cd tinh ti&t hu cfu nhung thuédt toin thin ki lai
bao ham ¥ nghia todn hoc rdt su sac. Nd dudc dua vao bo
sach "T6n T« toan kinh" ra doi tit thé ki 1[I va duge luu truyén
kha rdng ridi trong dan ching.

Trong b5 sach "Ton TU todn kinh" bai toan duge néu ra nhu
sau : Co mot s6 ma chia 3 thi con 2, chia 5 cdn 8, chia 7 con
2. Héi d¢é 14 s6 nao ?

Day la bai toan thi vi nhung khd gidi, nén da kéo dai hang
nghin nam, lai thém nhidu tinh ti&t i ki duge théu dét thém,
do vdy da od nhiéu tén rdt thdn bi, nhu "Quy cbc toan”, "Than
ki digu toan", "Tién quan thuat", "Tdn Vuong di€m quan ngidm",
"Dai dién cdu nhit thuat",..

Trong bd sdach "Tom TG toan kinh" da dua ra l&i gidi nhu
sau : Trudc hét 14y 5 nhan véi 7, r6i nhin voi 2, duge 70,
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Trong bd sach "Tén T todn kinh" di dua ra 1oi gidi nhu
sau : Truéc hé&t ldy 5 nhén véi 7, r6i nhan véi 2, duge 70.

Vai 70 thi khi chia 3 s& du 1. Ldy 3 nhan véi 7, duge 21,
réi chia cho b cing du 1. Lay 3 nhan véi 5, dudge 15, rdi chia
cho 7 cing du 1.

Néu liy 70 nhan 2, ldy 21 nhan 3, ldy 15 nhan 2 thi téng
cia ching la 233. Do

3.5 7=1056+va233-105.2 = 23

va ndu lay 23 chia cho 3 ; 5 va 7Tthi s6 du la 2 ; 3 va 2. Vay
23 chinh la s6 phai tim.

Cdch giéi nay cd thé quy vé hai céng thdc
70 .2+21.3+15. 2 =233,
233 - 105 . 2 = 23

Trong cau chuyén "Han Tin diém quin® r6 rang s6 quan linh

x duge tinh theo céng thic
x =233+ 105 . n, {(23-1)
trong dd n 13 s6 nguyén.

Thong ké mdy cach tap hgp quan thi Han Tin thidy x < 2345.
Diéu nay x4y ra khi n = 20 va ddng nhu con s6 ma Han Tin
di céng bo : 2333.

Co bai hat duge luu truyén trong dan gian vé cach giai bai
todn nay nhu sau :

"Ba ngudi cung di, by muoci hiém cd ;
Nam cdy hoa mai, ham mét canh nhoé ;
Bay con doan tu, ding ngay tring rim ;
D& ma biét r6, trit tram linh nam".

Noi dung cta bai hat 1a : Dua s6 du sau khi dém bd 3 nhan !
vai 70 (vi 70 1a bodi s chung cta 5 va 7), 14y 70 chia cho 3
con du 1 ; dua sd du sau khi d&m bé 5 nhan vai 21 (vi 21 la
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boi s6 chung cta 3 va 7), 14y 21 chia cho 5 con du 1 ; dua
s6 dv sau khi dém bé 7 nhan véi 15 (vi 15 12 bdi s6 chung
cia 3 va b), 14y 15 chia cho 7 con du 1. Liy t6ng cdc 86 nhan
dg tru di 105 {105 1a bdi s6 chung cha 3, 5 va 7) dén khi duge
s6 nhd hon 105 thi d6 la s6 phai tim.

Vi du, khi dém bé 3 du 1, dém bo 5 du 2, dém bd 7 du 2
thi s6 nhd nh4t 14 bao nhiéu ?

Theo nguyén tic vita néu ¢ trén, ta cd :

(1.70+2. 21+2 15) - 105 = 142 - 106 = 23,

Vay 23 14 s6 nhé nhat théa mén diéu kién dat ra .

Nhung tai sao lai trit cho 105 ? Bdi vi d6 12 3. 5 . 7 = 105.

Vay dung cic s6 khac véi ba s6 2. 5 va 7 cd dugc khong ?

Duge, n&u nhu ba s6 dé nguyén t6 cliing nhau ting d6i mét,
vi du ba s6 2, 3 va 11.

Day la loai bai toan thudc vé cdch giai phuong trinh v6 dinh
bac 1. Bai todn nay (nhu da ndi & muc 4) dd duge Tdn Ciu
Thiéu thsi Nam Téng hoan chinh r6 rang vé li luin va cach
tinh toan, dudec goi 1a "Dai dién cdu nhit thuat" (gidng gidi vé
phép tinh toan). Vi vay cd thé ndi rang loai bai todn nay di
duge ngusi Trung Quéc gidi quyét trist d& t¥r trude th& ki XIIL

Cén ndi thém 13, nha todn hoc Hoa La Canh (12.11.1910 -
12.6.1985) ngudi Trung Qudc da néu ra phuong phdp goi la
phuong phap "ngéc". ‘

N¢i dung cta phuong phdp nay nhu sau :

"Trén ban tinh, trudc hét ddy 2, sau dé mbi ldn ddy thém 3
cho d&n khi chia 3 con du 1 méi ding. Tiép tuc ddy méi lan
thém 15 cho dé&n khi chia 7 cdon du 2 mo6i thoi”

Ca qua trinh d6 thuc ra chi cd hai hang toan :

2,2+3=5,5+3=28
8 8+ 15 = 23
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Tit dd cd thé thdy rang, phuang
phéap "ngdc” thuc ra la khﬁng’ﬁgﬁ'c
ti nao !

Cac nha toin hoc phuong Tay
cing da tim ra két qua nhu vay
ti nam 1247, nhung dd 1a coéng
viée cla gan 8 thé ki trude day.
Dén nay cac nha toan hoc phuong
Tay vAn goi phuong phap nay la
"Phudng phép chia du thdn ki cda
Trung Qudc".

Sau day ching ta gigi thisu so
luge vé bai todn "Dai dién cau
nhdt thuat "

Ta ldy mot s6 N d€ khi chia cho a, thi du r|, chia cho a,
thi du r,, chia cho a; thi du ry, ... Néu viét cong thic dai s6
s6 la

N=alq1+r1;

= a;q, + Ty

=a;qytry; {23-2)
Trong bai toan "Dai dién cdu nh#t thuat”, trude hét cdn tim
mdt s§ m, d& khi chia cho a, thi du 1 nhung déng thdi m, lai
chia h&t cho b, = a, . a,. Lai tim mot sé m, chia cho a, du
1 nhung dong thai m, chia hét cho b, = a,.a; ... . Lai tim
mdt s6 my chia cho ay du 1 nhung déng thoi m, lai chia hét
cho by, = a .a,. Cd ti€p tuc nhu vay thi cing ¢d nghia la giai

hang loat phuong trinh )
bx+ay=1(G=123.) (23-3)

3 tren ching ta da noi, khi chia cho a;, a,, 8, ... d6i mét
nguyén t6 cung nhau thi vai méi i = 1, 2, 3... phuong trinh
v6 dinh (23 - 3) déu cd nghiém (xy;) i =1, 2, 3 ..). Vay néu
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m, = bx, thi

: mr, + myr, + myry + ... (23-4)
chinh 1a con s6 chia cho a, du r, , chia cho a, du r,, chia
cho a, du r, , .. Khi nd tang thém hoac giam di aa.a, .. thi

tinh chdt dy van khéong thay déi.
Vi dy, tim s8 nguyén, duong nhé nhdt ma chia cho 3 du 2,
chia cho 7 du 3, chia cho 11 du 4.

Trude hét ta tim s§ chia cho 3 du 1 nhung lai chia hé&t cho
77. Diéu nay cé thé tim thdy trong bdi s6 cha 77. R6 rang dd
chinh 1a 86 154 = 77 x 2, tdc la m; = 154. Sau dd ta lai tim
s6 chia cho 7 du 1 nhung lai chia hét cho 33. Chu ¥ rang :

33 -7Tx4 =35,

7-5=2,
o -2 x 2 =1
Do dd
1=5.1-2.2
1=5.1-(7-5).2
1=5.3-7.2
1=¢(33-7.4).3-172
1 =3833-7.14.
Thé la ta tim duge m, = 33. 3 = 99.
Cing lam nhu vay, ta tim duge m, = - 21.
'I_‘agiéthiétrl=2,r2=3,r3=4.
Viay :

mr +m, rn,+myr, = 154 .2+ 99, 3+ (-21) . 4
= 308 + 297 ~ 84 = H21.

Chi y 1a 3.7.11 = 231 va ldy 521 chia cho 3 thi du 2, chia
cho 7 du 3, chia cho 11 du 4. Do viy s6 nguyén, duong nhé
nhidt la 521 - 2312 = 59.

Cubi cing phai ndi d&n diéu nay : nam 1856 bai toan "Dai
didén cdu nhfdt thuat' da duge Biernatzki dich ra va luu truyén
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G. Cantor

khip chau Au. Nha st hoe
A Wylie (1815 - 1887) da dua
theo ban dich cta Biernatzki
dé chu thich, nhung do khong
hiéu hé&t duge ndi dung nén
da gay su nghi ngo cho nhiéu
ngudi, trong dd cd gido su
Georges Cantor (3.3.1845 -
6.1.1918) ngudi Dic. V& sau
nhd su cd gdng cua Mathiessen
vad nhiéu ngudi khde, cudi
cing ho da hi€u duge thanh
tuu ryc rd cia toan hoc Trung
Quaéc.

24. NU HOANG CUA VUONG QUOC TOAN

HOC

Con quay la trd choi ma hau hét hoc sinh déu bigt. Khi nd
quay trén mat ban thiy né hinh nhu ding yén tai mot ché. Nhung

tai sao nd lai khéng nga ? Dd
14 diéu it ngudi giai thich duge.

Gia tri nghién cdu va gia
tri thuc dung cla nguyén tic
con quay la rit lén va siu sic.
Né&u ném con quay lén khong,
nd vin tu diéu chinh phuong
hudng. Dac diém nay da duge
dap dung dé€ ché tao con quay
dinh hudng st dyng trong hang
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hai, hang khong va ngay ca trong ki

i thuat va tru. Do viéc sit dung nd co
y nghia khoa hoc nén ed cdu chuyén
nhu sau :

Nam 1888 Vién Han lam khea hoc
Phap quyét dinh s& trao gidi thudng
quéc t&€ lan thu 3 va 3000 friang cho
ai ¢6 bai nghién cdu vé chuyén déng.
Trudc dd may thip nién, cing da cd
vai lan cdc nha khoa hoc trinh bay nhung khéng thanh céng,
cho nén Vién Han lam khoa hoc Phap méi quyét dinh trao giai
thudng 1dn thd 3. Vi vay d4 thu hit nhiéu nha khoa hoc thi
sttc. Sau dd, trong rdt nhiéu luan an giti dén, Uy ban xét duyét
da rdt kinh ngac khi ho phdt hién trong nhitng luan an dd cod
moét luan an ndi bat tri tué, d mébi bude ching minh, méi két
luan déu thé hién tai hoa hon hin moi ngudi. Vdi gia tri cua
ban luan sn, Uy ban xét duyét da quyét dinh tang tién thudng
tit 3000 frang 1én 5000 frang. Sau khi doc luan an, Uy ban xét -
duyét da tim dén chi nhan cdia luan 4n, thi ra dé 13 moét ngudi
phu n&¥ Nga, mdét ngudsi anh hung trong vuong quéc todn hoc —
ba Xofia Vaxilevha Covalevxkaia (15.1.1850 - 10.2.1891).

Trong lich si khoa hoc th& gisi, phu nit ¢6 rdt it ngudi ndi
tiéng, trude th& ki XX X.V. Covalevxkaia 12 mét ngudi trong sd
do. Cudc doi phdn ddu cua ba dd mang ddy tinh huyén thoai.

X.V. Covalevxkaia 12 con mot vi tuéng. Do ngudsi chi cd v,
giup dg, gay hing thad todn hoc cho ba. Con bd cia ba thi lai
ridt thanh kién d6i voi vige phu nit dam
mé todn hoc, nén o6ng phan ds&i viéc
con gai theo con dudng todn hoc. Trudc
tinh thé dd, ba danh tron & phong riéng
dé€ doc sach toan. Nhitng didu bi hiém
caa toan hoc cang giy t0 md, ham hiéu
biét trong ba. D¢ 1a thoi ki ba mat 13
tudi. Sau dd 1 nam, trong mot ldn ba
doc mét cudn sach vat li, ba phat hién
trong sach cd rdt nhiéu kién thic vé
tam gidc’ D&i +6i ba, tam gide 13 mot

XV. Covalevykaia
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thé gi6i con rdt xa la. The la ba bat dau tim hi€u va ty ba
da tim duge kha nhiéu cong thdc vé tam gide. Ré rang dd 1a
mét sang tao mdi cia moét nhanh todan hoc. Day 1a con ngudi
kiét xudt dugc thién phu. Ngudi ta cho rang, ba cd mot cai gi
d6 giéng nhu mot Pascal méi. Nha todn hee Blaise Pascal (bt
danh Lovi de Montalte, hoac Amos Dettonville) (19.6.1623 -
19.8.1662) ngudi Phép, luc nhé di duge th€ gidi cong nhédn la
thdn déng.

Do nhiéu ngusi thuyét
phuc, cudi cing bS cua
¥ V.Covalevxkaia cling da
déng y d€ ba ra ngoai hoc
vi tich phén va nhiing mén
khoa hoc khac. Ding luc
khat vong duge hoc 1én dai
hoc thi bj bé ra lénh phai
tré vé nha. La mot vi tudng
nhung ong khong hi€u duge
khat vong chdy bong cua
con G&ng. C)ng dd higu mot
cach cing nhdc rang, phu
nit voi todn hoc 1a hai thai
cuc khéng thé cung ton tai
trong mot con ngudi dudge,
hon nita con gai éng da la B Pascal
ngioi dn réi.

D& tiép tuc sy nghiép hoc tap cia minh. X.V. Covalevxkaia
¢a chdp nhan lam ngudi phu nit va ba quyét dinh ldy chdng.
Chéng ba ]a mot nha sinh hoc tré tudi va ddy tai nang. Sau
khi két hon, vo chéng ba don dén Peterbua. Nhung & day nhing
khat vong tét dep ctia ba da tan bi€n, vi trutng dai hoc cia
Nga lic d6 khong tiep nhan nit sinh. Ldy chong, doi voi ba la
diéu vui ming nhung cing |4 ndi khd. Khong lau sau khi lay
chéng ba da cé con. Ban viéc gia dinh, chéng con, nén ba khong
con thiti gian dé tam dén toan hoc. Mot hém, vi thigu gidy dan
tusng & phong cta com, ba budc phai xé cudn sach toan cda
M.V. Otstrogatxki (1801 — 1862) dé dan. Khong ngd nhiing to
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gidy ngiu nhién cd nhitng ki hiéu todn hoc 4y da danh thue
long yéu toan hoc trong ba. Véi sy gitip d& cia chéng, nén ba
da cd nhiéu sach dé doc va gia dinh ba da cé dugc gian nha
t6i tan bén canh Truong dai hoc Peterbua d& ba duge nghe
gidng bai trong trudng. Ddn didn trinh d6 toan hoc cta ba dude
nang cao. Khit vong trong ba cang chay ruc.

Nam 1870, lic dé X.V.Covalevxkaia trén 20 tudi, ba quyét
dinh dén Trudng dai hoc Berlin. Day 1a mot trudng dai hoe ma
ba di ngudng mo tu lau. Nhung ba khéng bist ring, Lic dd tu
tudng coi thudng phu nit 1a khéng ed bién gisi. Trusng dai hoc
~ Berlin da kién quyét tit chéi nhan ba. Nhung ba khéng nan
chi. Ba dd tim d&n nha toan
hoc néi tiéng, gido su Karl
Theodor Wilhelm Weierstrass
(31.10.1825-19.2.1897) ngudi
Dic, dang gidng day tai dé dé
thiang thin dat vdn dé nh& ong
gitup d&. Ngudi gido su gia nhin
ngudi phu nit nuéc ngoai véi
cap mat ddy nghi hose. Sau
dd 6ng dua ra cdu héi vé& ham
s6 eliptic ma thdi dé con
[a diéu bi &n va cing Ila
diéu ong dang suy nghi,
X V.Covalevxkaia da tra 1oi
bang nhitng két luan dit khoat,
tu . duy khac thudng, nhing
kién giai day tri tué, nén da K T.W Weierstrass
lam cho K.TW Weierstrass
kinh ngac. Ong da pha 18, nhan ba 1a hoc trd hoc tu. Vai su
giup dé cua K. T.W. Weierstrass, ba da truéng thanh nhanh chdng.

Nam 1873, X.V. Covalevxkaia lién tiép cong bé ba luan &an
vé phuang trinh vi phan. Do tinh sdng tao va gia tri cia luan
an nén thang 4-1874 ba dugc Trudng dai hoc Berlin pha l&
céng nhan va cdp bing tién si todn hoc, lic d6 ba mdi 24 tudi.

Nam 1875 X.V. Covalevxkaia ndo ndc trd vé T4 quée. Nhung
chiao don ba khéng phai 14 mién vui ma la su ddi x& bac béo.
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Chinh phu Sa Hoang di quyét dinh
khéng cho ba day hoc, cdc cd quan
nghién cdu khong d dau nhan ba. Diéu
nay di lam sy nghién ecdu toan hoc
ctia ba bi ngat quang mit 3 nam. Tiép
dé 1la 2 nam ba phai hi sinh cho dda
con mdi ra doi. Nam 1880, Truong dai
hoc Peterbua t8 chic hoi nghi khoa
hoc. Nha toan hoc ndi tiéng Pafnutui
Lvovits Trebusev (16.5.1821 -
8.12.1894), da mdi ba tham gia héi
nghi va bdo cdco ludn an. Ba da lue t
ddy ruong mot bai ma ba da viét cach
dé 6 nam vé tich phan. Tuy vay bai phat bifu di lam chén
dong hoi nghi.

Thang 12-1888, Vién Han lam khoa hoc Phap (1:1 phong tang
cho ba bing tién si vé nhiing nghién ctu kiét xudt cia ba déi
véi su van dong ctia con quay. Nam 1889, Vién Han lam khoa
hoc Thuy Dién cling tang thudng cho ba. Théng 11 nam dg,
do sy thinh cdu ctia nhidu nha khoa hoc ndi tiéng ma Vién
Han 1am khoa hoc Nga di hay bo quyét dinh trute day la
khorig chdp nhan cdc nha khoa hoc ni vao lam viéc & vién.
Trong buc dién chic ming cta cdc nha khoa hoc Nga gui
X .V.Covalevzkaia cd doan viét :

"Sau khi thay d8i quyét dinh ma ti trudc tdi nay chua hé
cd, Vien Han lam khoa hoc nude ta vira théng nhidt dé cd ba
lam vién si théng tdn. Ching t6i vé6 cung vui miung thiay mot
trong nhitng yéu ciu chinh dang va bidc thiét d4 duge thuc hién".

P.L. Trebusev

Day 1a ngu&i phu nit ddu tién tré thanh vién si Vién Han
lam khoa hoc Peterbua va cd 1é cling la ngudi phu nit diu tién
tré thanh vién si trén thé& gigi. Ngoai cac dong gdp cho todn
hoc nhu vita néu X.V. Covalevxkaia con nhiéu cong trinh toan
hoc khiac.

Diu nam 1891, X.V. Covalevxkaia bi bénh, qua doi trén dudng
tit Phap vé Nga. Sy nhdm lan cta thdy thudc da cudp di sinh
ménh ciia mot tai nang chdi loi. Lic dé ba X V. Covalevxkaia
mai 42 tudi. :
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2s. KHAM MAT PHANG THEO DANG TINH
THE

Kham vao mat phang lam cho d8 vat dep 1én dén kinh ngac.
Mét manh kim cuong sdng bdng lai cuc ki cing, d6 1a do nhitng
nguyén tit cacbon thudng gap nhdt tao nén. N6 duge sidp xé&p
rat trat tu d€ tao thanh tinh th€ thudn khiét (hinh 25-1), cg
dé cing 10 (vua vé do cing). Mot mdau thach anh trong suét
hinh tru luc gide biang d4 hoa cuong (hinh 25-2).

Hinh 25-1 Hinh 25-2

Dau ngdi bit may ma ta thudng
goi 14 hat tdm, thudng duge lam
bang nguyén liéu goi 13 thach mae.
Khi ngoi biat di dong, 16p thanh mac
tron nén dé& chay trén mat gidy.

Tinh chét nay cta thach mac la do

] é%_; nguyén td bén trong dugec cdu tao

thanh mat bang theo nguyén tic

nhét dinh, sau dd lai cd cac lgp

nhu vay (hinh 25-3). Diéu lam cho

ngudi ta ngac nhién la cdc tinh thé thach mae khéng roi rung,
va nd duge cdc nha khoa hge goi 13 kim cuong.

Hinh 25-3

Dén nay trén thé gisi da phat hién duge hon 2000 loai mé
khoiang chdt, nhung tinh th& khéng chi ¢d & khodng chdt. Tinh
thé cua nhitng loai khac trong ty nhién cing cé nhiéu. Dudi
kinh hi€n vi phdng dai ta quan sit dugc bong tuyét, ¢ thé
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nhin thdy dd 1a do nhém tinh thé€ 6 gdc
tao thanh (hinh 25-4). Nhung khoéng bao
gis ¢ hai bong tuyét giéng nhau hoan
toan.

Nam 1885 nha dia chdt tré tudi E.C.
Phedorov (1863 - 1919) ngusi Nga da
ching minh ring, két cdu cta tit ca cdc
tinh thé chi cé thé cd 230 loai yé&u t6 d&i
xting khdc nhau tap hop lai ma thanh.
K&t luan nay da lam chdn dong gidi khoa Hinh 25-4
hoc. Nhung nhd két luan nady ma Ong
duge Vién Han lam khoa hoc Peterbua bau lam vién si. Diéu
thi vi 13, ching minh cta 6ng lai khoéng dé cap gi dén hda
hoc, ma chi si dung todn hoc nhu la cong cu chinh. Sau dd,
nam 1912 cdc nha khoa hoc Diic vd Anh di dung X quang dé&
soi tinh thé va di tan mAt nhin th&y cdc tinh thé duge sap
x&p theo mot quy luat. Nha d6 ngudi ta da ching minh tinh
ding dan trong két lyan cia E. C.Phedorov.

Néu mudn giai quyét triét d& luan ching cda E.C. Phedorov
thi cd4n diung nhitng hiéu biét sdu sdc vé hda hoc. Nhung néu
chuyén ti khéng gian sang mat phéng thi sé giip ching ta dé
giai thich hon.

Hinh 25-5 mé tad mot 16p tinh
thé thach mac. Mdu 6 canh déu
trong hinh 25-5 chi nguyén ti
cacbon. M6i hinh 6 canh déu (luc

giac) nay la moét don vi. Cac dong

tic lam cho b& mat khoéng thay
d6i, nhu chuyén déng thang, tron,
_quay da tao nén nhdm déi xdng

ctia mat. Khai niém nhdm da dugc
Hinh 25-5 £ A -
dé cap ¢ muc &

Ngudi ta da ding toan hoc dé ching minh duge ring, ddi
xing cia mat cé 17 loai.
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Cd cdc loai bé mat ma ta cd thé dung hinh da giac déu
{hinh c¢ tdt ca cdc canh vA cdc géc bing nhau) dé kham thanh
mat phiang. Do vay cd thé tao ra nhitng d6 an hét sic dep.
Thudng thic nhitng hinh ghép nay sé lam cho ta thd vi.

Néu trén méi bic khdm déu dung hinh da giac déu gidng
nhau thi loai kham dé goi 1a kham déu. Hinh 25-5 14 loai dung
luc gidc déu, con hinh 25-6 dung hinh vuéng, hinh 25-7 thi
dung tam gidc déu.

ANN -
JAVAY

I NNNNAANN

N Y NNNANAN

N NNNANANN

MY

Hinh 25-6 Hinh 25-7

Néu do cic da gidac déu tao
nén thi cdn phai lam cho gdc
trong cia nd ldp kin mot gdc
day. Do gdc trong cua da giac
déu n canh la (% - 1)27;, cho

n
nén yé&u ciu viia néu § trén tudng
duong vdi viée tén tai mot nhdm

s0 nguyén n, p, q, r, ... t sao cho
(hinh 25-8) :
1 1 1 i 1 1 1 1 ‘
(z-3)* (G5 (g-g)rHg-7) =1 @D

Phuong trinh v6 dinh bac 1 (25~1) ¢6 17 nhém nghiém nhung
trong do chi ¢ 10 nhém thich hop :

I)n=3p=3q=31r=23s =23t =3 (hinh 25-7).
2)n =3, p=3q=4,s = 4 (hinh 25-9 a, b).
3)n =3 p=3q9=23r =238 s =6 (hinh 25-10).
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a) b) inh 25-10
Hinh 25-4 Hin

H)n=3p=3gq=6 r=6(hinh 25-11 a, b)

1 X XXX
90
0084

5) n =, _3, P = 47 q = 4, s = 6 (hil’lh 25—123, b)

QT n _ VO,
$:9s @
a) : ) b -
Hinh 25-12
6)n =3 p=12q = 12
(hinh 25-13).
7)n=4,P=4’q=4
(hinh 25-6). '
8)n=4,p=8’q=8
¢(hinh 25-14).
Hinh 25-13
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fHinh 25-14 Hinh 2515
9)n =4, p=6 q = 12 (hinh 25-15).
10} n = 6, p = 6, q = 6 (hinh 25-5).

Ngoai 10 nhém & trén, cén cd 7 nhdm s6 nguyén (7 nghiém)
nhung ching chi c6 thé lam cho cic dinh théa man ki€u quan
hé chd khong thé kham déu bé mait (bang 25-1).

Bing 25-1
Bang nhém sé nguyén con lai

S8 nguyén .o
Nhom n P q s Ghi chu

11 3 10 15 -

12 3 9 18 -

13 3 8 24 -

14 4 5 20 -

15 3 3 | 4 12 | C6 hai loai

18 5 5 10 -

17 3 7 .2 -

Nh& mdy tinh di¢n ti nén cic hinh ghép ngay cang phong phu.

Mot bai todn thi vi ctia nghé thuat ghép manh la phua day
mét mat phang bing cic da gide déu dong 'dang. Goi n la s6
canh ctia mdi da gidc déu d¢ thi gdc trong tai méi dinh cia
mét da gidc déu nhu vay sé bang (n - 2).180%n. Ngudi ta da
ching minh duge ring :
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1 - Néu ta khéng dé mot dinh cia mot da gide déu nhu
vy nam trén canh cia mot da gidc déu khac thi s6 cac da
gidc déu tai méi dinh 12 (2 +4) / (n - 2), do dd ta phai cd
n = 3 ,; 4 hoac 6. : _

9 - N&u dinh ciia mot da giac déu nhu vdy ndm trén canh
clia mot da giac déu khac thi s6 cac da gidc déu tu lai tai mot
dinh s6 1a (1 + 2)/ (n ~ 2), do d6 ta phai ¢cd n = 3 hoac 4.

3 - N&u tai mot dinh ¢d ca ba loai da gidc déu thi

E + L + ! L (25-2
p q r 2 )
trong dd p, q, T 12 s6 canh cda ting loai da gide déu.

Giai (26-2) duge p = 4 ;q = 6 var = 12

Li thuyét vé cdc hinh da gidc kham mat phdng rit cd tac
dung trong xay dung, kinh t&, ..

Dé 14t san bang gd, 14t nén

bing d4a xé, .. nhiéu khi ngudi FWEARVYARG

ta da tan dung nhiing m&u bit AR 7y LR /5 \ g

ki (néu khéng tan dung sé trd VAR WAREYE

thanh vat lieu bd di), ghép lai N =

vin duge mat kham dep, chi cén b R/jd\ REIAR

tai méi dinh thi cac gdc hgp . K 1 HR 3 Y
-3

thanh 360°. Day la mét Ung dung - e

sang tao ctia toan hoc vao dai Hinh 25-16

séng. Hinh 25-16 1a mot vi du.

Diéu cdn ndi la, ¢é nhitng miéng khdm khong dong déu nhung
vin od thé siia chita cho déu d6 kham thanh mat dep nhu
hinh 25-17 va hinh 25-18.

Hinh 25-17 Hinh 25-18
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Con d€ ldp kin mat cdu, nhu trén qua
bdng da bang da dat tiéu chudn quéc t€ ma
don vi tai trg la Cong ty Déng Luc da san
xudt d&€ dung cho Giai béng da vo dijch qudc
gia va Cup bdng d4 thifu nién, nhi déng
todn qudc 1999, ngudi ta d4 ding cdc hinh
luc giae déu va ngi giac déu (hinh 25-19).

Hinh 25-19

26. MA PHUONG CUA THE GISI TOAN HQC

Trai D4t luén chuyén doéng trong khong gian vi tru. Nhitng
sinh linh ddy H tri séng trén Trai Dat da duge tich ldy hang
nghin van nam va ngudi ta sé hoi : trén hanh tinh khac lidu
cé sy sdng cd tri tué cao hon ching ta hay khéng ?

Ngay nay loai ngudi da chinh phuc duge Mat Trang va phai
si gid cda minh vao khéng trung dé tham thinh. N&u dén mét
ngay nao d6 ta lai phat hién ra ¢ dau dd trong vi tru cd sinh
vat cao clp sOng thi sé 14y gi d€ lam vat trung gian ?

Thing 3-1972 va thang 4-1973, Mi da phdng hai vé tinh
"Ngudi tién phong 10" va
"Ngudi tién phong 11" d&
thiam thinh vi tru. Hai con
tau nay di hoan thanh
nhiém vu tham thinh Thai
Dugng Hé va di xa hon nia.
Ca hai con tau déu mang
bang kim loai trén dd co
hinh tugng tri tué sdng trén
Trai D&t, moét nam va mot
nit (hinh 26-1). Biic hoa cé
hinh &nh bén ngoii con tau
va di€m xudt phat cda
con tau. o " Hinh 26-1
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Nam 1977, Mi lai phdng hai vé tinh "Ngudi lit hanh" vao vi
tru. L4n nay e6 mang theo 4m thanh vd d&u higéu cta Trai Dat,
trong dd cd 115 bdc anh vé Van li truong thanh cia Trung
Qudc, 35 loai 4m thanbh tu nhién, 60 loai cau héi va 27 bai hat
cia mot s6 dan toc trén thé giéi. Nhiing thi dé déu cd ¥y tu
gigi thieu vé& Trai D4t voi "Nguoi vi tru". Nhung khong biét
"Ngudi vi tru" cd hiéu duge khéng ? ‘

Gido su toan hoc Hoa La Canh cho

ring, dé néi hai hanh tinh chua biét o’ o

v6i nhau thi tin hiéu t6t nhat la hai h o N

bic anh : mét bic la hinh (hinh 11-7) 0o 20

va mot bic 1a s6 (hinh 26-2). ® 6% %
Hinh 11-7 la ndi dung cta dinh i ..".- 5o

Pythagores da ndi & mue 11 va da duge * o’ °

hai tram tham d& Voyager 1 va 2 caa

Hinh26-2

Mi phdng lén vi tru ngay 8-9-1977.

Hinh 26-2 la no6i dung cia cudn sdach cda thé giéi van minh,

b4t ngudn ti nén van minh Trung Hoa cd dai, goi 1a "Lac thu"

¢

%
<

E_%«,

]
%

4 2

3 7

8 6
Hinh 26-3

10 - 344

Truyén thuyét ké ring, vao thoi
Dai Va (2205 - 2197 trudc Cong
nguyén), khi vua di thuyén trén séng
Lac (m6t nhanh cia séng Hoang Ha)
thiy mot con rua lén ndéi 1én mang
trén lung cac chdm den va trang. Cac
cum chim den la cdc s6 chan 2, 4,
6, 8 ; cac cum chdm tring la cdc so
18 1, 3, 5, 7, 9. Vua thdy la nén cho
ghi lai va sau d6 cho x&p céc 88
thanh Chin trii, manh danh 1a Héng
Pham va goi 13 "Lac thu" hay "Quy thu"
(hinh 26 - 3).
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"Lac thu" ¢d 9 6, lap ddy céc s6 tit 1 dén 9. Ngudi Trung
Hoa con goi "Lac thu" la "phuong tran". T Nhac d&i nha Han
goi "Lac thu" 1a "ctiu cung toan". V& sau "Lac thu" phat trién
rdt nhanh, tré thinh hinh ngang doc ¢ bac n (n hang ngang
va n hang (ecdt) doc), goi 13 "tung - hoanh d6". "Tung - hoanh
d6" la mot hinh vuéng gém n? s8 nguyén khac nhau duge sip
xép sao cho cé tdng cdc s cia hang ngang, cét doc, dudng
chéo bang nhau va biang mot hing sd goi 1 hdng sd bidn déi
hoac héng 56 ma (N ). Ngoai ra cdc "tung -~ hoanh d6” con cd
cac tinh chdt ki la chua tudng tugng hét.

Ta da biét :

1+2+3+..+n* = % nm® + 1). (26-1)
Day chinh la c6ng thdic tinh tng céa tdt ci cdc sd trong
"tung - hoanh dé" chudn (khi n? s§ la cdc s nguyén duong
ddu tién).
Vi du :
— véi "tung — hoanh dé" ba bac (n = 3) :
% 8432 + 1) =
~ v6i "tung - hodnh dé" bén bac (n = 4) :
L4242 + 1) = 136

Tong (26-1) chinh 1a tich ctia hang s6 bién d6i (N ) va béac (n)
cua "tung - hoanh d6". Do vay hang s8 bi&n déi ‘cha "tung -
hoanh d8" chudn bdc n la :

! 2
N = En(n + 1) (26-2)

n
Vi du :
-~ v4i "tung- hoanh d8" bac ba (n = 3) :
1
Ny =5 338 +1 =15;
- véi "tung — hoanh d3" bdc bén (n = 4) :
N,=5. 4@ +1) =34,
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"Tung - hoanh dé" truyén sang An Do 711211 |14
dugc tugng trung cho sy tét dep. DEn nay

< a L% Lz . 2113|811
nhiéu phu ni An D6 van con dung "tung -
hoanh d&" bic ba (Lac thu) deo trudc ngude 16 3 110 &
dé lam biia ho ménh. Hinh 26-4 1a "tung -

hoanh d&" bac bén, duge khéc trong cac | o | © [19] 4
chia & An Do vao thé ki XI. Ngoai cac e
tinh chit chung d4 néu, "tung - hoanh d6"

nay con :

1. Cé 85 nhém bdn s6 ma téng cia ching déu bing hing
s6 bién doi N, (N, = 34);

2. Né&u ldy hang bén dua vao hang bén khdc thi hang méi
tao thanh "tung -hoanh dé" méi ;

3. Téng cdc s6 trén hai duding chéo bing téng céc s6 cdn lai ;

4. Téng binh phuong cac s6 cha hang 1 bang
téng binh phuong céc s6 cia hang 3, bing
tong binh phuong céc s8 cla c6t 1, bing
téng binh phuong cdc 86 cla cot 3 ;

5. T8ng binh phucng cdc s6 cia hang 2 bang
téng binh phuong cédc 88 cia hang 4, bing
téng binh phuong cdc sé cha cdt 2, bing
téng binh phuong céc s6 cla cot 4 ;

6. T8ng binh phuong cdc s6 cda hai hang phia trén bang
tdng binh phuong cdc s6 clia hai hang phia dudi ;

7. Téng binh phuong cdc 36 cia hai ¢ot trai bing

tdng binh phuong cdc s8 cua hai c6t phai ;

Thé ki XV cd ngudi gidi thidu ""tung -hoanh d6" sang chiu
Au va 6 d6 ngudi ta goi 1a "ma phudng", "do phuong®, "hinh
vuéng 40", ... Ma phuong xuidt hién s6m nhdt & chau Au trong
tac phdm bang déng c¢d tén "Melancholia” (Uu uit) cta hoa
si Albrecht Diirer (1471 - 1528) khidc vao nam 1514
(hinh 26-6). Diéu thd vi l1a 6ng da khic cd nam sang tdc vao
trong d6 (hai & gitta hang cudi). O chau Au ¢ nhiéu ngudi nghién
cttu ma phuong va da thu duge nhidu két qua.
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16| 312 |13} Ngoai cdc tinh chét chung da néu, ma
phuong & hinh 26-5 con cd céc tinh chét :

5 |10]11 8 1. Téng binh phuong cdic s§ ciia hai

9 | 6 | 7 |12| hang phia trén bing tong binh phuong cdc
s6 cda hai hang phia dugj ;

511 1
4 EE 2. Téng binh phuong cac sé ctua hai
Hink 26-5 hang 1 va 3 bang téng binh phuong cac
g8 cha hai hang 2 va 4 ;

3. Téng cac sd trén hai dutng chéo bing téng cdc s6 con lai ;
4. T8ng binh phuong cdc s trén hai dudng chéo bang téng
binh phudng cde 38 con lai ;

5. T8ng lap phuong. cdc sd trén hai dudng chéo bing téng
lap phuong cic s0 con lai ;

Hinh 26-6 la cdc s6 trén cac vién gach cbn gid tai phong
trién lam J chau Au.

B4t ctt hinh vubéng nao v6i 5 X 5 6 & hinh 26-6 ciing tao
thanh ma phuong bac nam.

Hinh 26-7 13 t4m sdt thdi Nguyén (th&€ ki XIII - th& ki XIV)
1 (15 (24| 8 |17 1115|248 |17 1 |15(24| 8 |17

23| 7 |16 | 5 (1423 7 |16{ 6 |14|23| 7 |16 5 |14
2004 (13|22 6 20 4 (13(22| 6 ({204 4 (13|22 6
12|21 (10|19 | 3 |12 |21(10|19| 3 (12 |21}10|19] 3
91182 11|25 9 |18 2 |11125| 9 (18] 2 |11 )25
1(15|24;: 8 |17 1 |1524| 8 |171 1 |156]24| 8 |17
237 (16| 7 1423 7T (16 5 |14 23 7 (16| 6 | 14
20|14 {13 |22|6 |20 4113|226 (20| 4 13|22 6
12 (21|10 (19| 3 (12|21 |10(19| 3 |12 |21 |10]19 3

Hinh 26-6

dao duge ¢ Thiém Tay (Trung Qudc) nam 1956, Trén mat tim

148



3 |31;35]10
21124 (11 1
12117 (22|30
261916 | 29
15|14 25| 32
346 | 219

Hinh 26-7 Hinh 26-8

sit nay khdc ma phuong bdc sdu bing s6 Arip c8 dai, dugc
dich ra nhu & hinh 26-8.

Theo cdc nha khao ¢8 hoc, nhiing ma phuong nay cd thé la
cia ngudi Ty Vuc dén. Qué trinh cd thé 1a : con chau cua
Thanh Cat Tu Han (1162 - 1227) ngudi Trung Hoa khi dua
quan chinh chién da d€ lai cac ma phuong ndy chon cung
ngudi than.

() Nhat Ban, thé ki XVII ¢6 nhiéu ngudi nghién cdu ma phuong,
nhy Jso Mura, Seki Kowa, ...

3 Vist Nam, Nguyén Hitu Thién (ddi Nguyén) ciing di ban
vé ma phuong.

Néu ching ta tudng tugng xép ma phuong & hinh 26-3 trén
mot t3 gifly sau d6 xodn td gidy lai ntta vong (180°) va dan hai mép
lai véi nhau thi thiy cic con s cinh mép déan tung doi déu co
tdng béing 10. Mot t& gidy dude xodn nhu th& goi 1a mgt 14 Mebius.

Thudng c6 ba loai cdu hodi déi vdi ma phuong :

1. D6i v6i nhilng s6 n nao thi ma phuong béc n tén tai duge ?

2. Néu ma phuong t6n tai duge thi cdu tao clia né nhu thé& nao ?

3. Néu n c¢6 dinh thi ¢ bao nhiéu leai ¢

ma phuong ? 1|15(14] 4
DGi véi cau hoi 1, ngudi ta da gidi quyst  [T5 <e\ -1 o
duge ti lau réi, véi cAu tra 1oi la khin = 3 B "
thi bat ki n la sd nguyén nao cing ton 8 « 10, e 5
tai ma phuong. T
D6i voi cau hoi 2, nam 1275 nha toan |13] 3 | 2 | 1€
hoe Duong Huy da cd dap an. Ong cho Hink 360
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rang, néu n = 4, vdi cac s6 tu nhién ti 1 1€n 16 ta cd thé
sdp x&p thanh ma phuong nhu hinh 26-4, hinh 26-5 hoac hinh
26-9, ... trong do téng cdc s6 cha cot doc, hang ngang va duing
chéo déu bang hing s6 bién d6i N, (N, = 34).

Cd mot cach tao duge dé dang cdc ma phuong cd bac chin
kép (tic la cd bac chia hét cho 4). Hiy nhin vao hinh 26-10a.
Truéc tién ta ké hai dudng chéo. Bat ddu tu gdc trém bén trai
dém tu trai sang phai, t& trén xudng dudi nhung vong diu bo
qua cdc & cd gach chéo, sau dd dung cdc s con lai tit 16n dén
nhé cing dém nhu vay dé€ ldp day nhitng 6 gach chéo, ta duge
ma phuong nhu & hinh 26-10b,

2|3 16| 2|3 |13
5 8 5 |11|10] 8
12 9 (7612
14 | 15 4 11415 1

ay h)

Hinh 26-10
Bay gid cing quy tdc nhu trén, a4p dung cho ma phuong cd
bac 4n. Ta v& dudng chéo cha tdt ci n® hinh vudng o6 4 X 4
(hinh 26-11a), ta sé dugc ma phuong nhu & hinh 26-11b.

213 6|7 641 2 [ 31616067 [57
9 12|13 16 9 (55|54 (121351 [50]16
17 20 |21 24 1714746 {20 21|43 42|24
26|27 30 31\\\ 40|26 (27(37|36|30|31|33
34|35 38|39 32134 !35/29|28|38 3925
41 44 |45 48 41 (23|22 44 [45(19]18]48
49 52 |53 561 149115114 /52/53(11|10]56
58 {59 N 6263 8 (58|59 5|4 |62]63]1
i) h)
Hinh 26—-1]
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Sau day ching ta nghién cdu ciu tao cia ma phuong ngau
s6 nita dong (tdc la cd bic khéng chia hét cho 4) nhung chia
hét cho 2. Cé mot phuong phap goi la phuong phdp tang lop
(gia tang). Vi du vdi ma phuong
bac sau, ta lam nhu sau : ti ma
phuong béc bén, ta thém bén hang
xung quanh d€ thanh (hinh 26-12).

Do ma phudng bédc sau cd 36
s6 (36 6), ma phuong bac bdn chi
ed 16 s6, cho nén phai thém 20
s6 nita. Nhung 20 s6 nay phai bé
10 s6 ddu va 10 sd cudi, € lai ]
cac sé tit 11 dén 26, tao thanh
trung tAm ma phuong. Lac dd bang Hinh 26-12
s6 bién déi moi N’y = N, + 40 = 34 + 40 = 74. Chu y la

Ma phudgng
bac bdn

6
Ny = 5 (6% + 1) = 111 (cong thic (26-2)) thi cd thé biét dugc

cdn dién thém & hai hang cd tdng tiung cap hai 6 doi xdng la
N, - N°, = 111 - 74 = 37. T d6 ta thdy, chi cd th& chon
tuong ung hai 6 A vda B nhu sau :

A\12345678910
B‘SG 35 34 33 32 31 30 29 28 27

Do téng bén s6 ¢ nhom B it nhadt 1a 30 + 29 + 28 + 27 = 114,
con nhom A nhidu nhat 1a 7 + 8 + 9 + 10 = 34, nén dé dang suy
ra & hang ngang hay cbt doc ciing déu chi ¢d thé la s§ cia ba nhém A
va ba nhdm B tao nén. Néu nhodm nay cd bén s6 nhom A thi tSng
sau 86 & hang dé khéng 16n han 34 + 35 + 36 = 105. Diéu nay miu
thudn v6i téng cla hang dé 14 N, = 111. Tdong cla séu s6 trong
hang dé nhit dinh khong nho hon 114 + 1 + 2 = 117, Diéu
nay ciing mau thufn vdi téng cha hang dé 1a N, = 111

Bay gi ta chon 1 va 2 lam s8 & hai gde, 6 trdng & hang
thd nhét la x, 37 - x|, 37 ~ X, 37 - %, . o) day x, x|, X,, X,
quy dinh déu la s8 cia nhdm A.

Do ta da biét :

1+x+ (87 -x) +(37-x)+ (37T -x;) +2 = 111 (26-3)
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Do x < 10, nén ta cd th€ ldy x
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Néu x = 9 thi theo (26 — 4) ta cd X,
Tu d6 cd th& suy ra két qua nhu hinh 26-13.

9 2
6
10 ]
7
35 3] 4536
Hinh 26-13

=3, x

9 hoac x

1

10

34

33

31

11

25

24

14

8

22

16

17

19

32

18

20

21

15

28

23

13

12

26

35

27

3

4

36

Hinh 26-14

Néu x = 10 thi x, = 3, x, = 4, x; = 6. T d6 cd the suy
ra két qua d hinh 26-14.

Dé&1 voi cau hét 3, dén nay ngudi ta da bist 1a o6 880 loai
ma phuong bac bén, 275 305 224 loai bac nam, con céc loai
ma phuong khée lai 13 mét nhanh khdc rdt da dang va phong
phi cta toan hoc : tedn hoc t6 hap. O day khéng cd didu kién
nén khéng gidi thiéu.

o

62

60

11

53

55

15

49

13

51

4

58

56

16

46

18

44

27

37

25

39

33

29

35

20

42

22

40

10

54

8

63

1

61

5

57

48

14

50

12

26

38

24

47

17

45

19

21

41

23

32

30

34

28
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Hinh 26-15

O trén ta da thiy,
cdc s0 tao nén ma
phuong la cac s6 tuy
nhién lién tiép, bat dau
tiu 1. Tat nhién cd loai
ma phuong la cac s6 tu
nhién lién ti€p nhung
khong phai bat ddu
ti 1. Ma phuong & hinh
26-15 bat ddu tu 0, k&t
thic 1a 63 (¢ tam bac,
nén 8 x 8 = 64 6). Ma
phudng nay ciing cd céc
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tinh chdt chung nhu da néu & trén nhung hing sé bién déi Ng
khong phai tinh theo (26-2), tiéc la Ny = 260, ma la 252. Ngoai
ra ma phuong nay con cd cic tinh chét ]a t8ng bén sé nam
trén : bén 6 lién nhau, bén dinh
cta hinh chii nhat ¢d chu vi bing 10 7
nita chu vi ban d4u, bén dinh cia 17 30
hinh vuéng (bat ki), bén dinh cua
hinh ch@ nhat ¢d chu vi bdng 1/4 26 1 27
chu vi ban dau la bing nhau va 20 | 21
bang 126,

35 12

Dé thit séc minh, ban hay dién
vao cdc & trfng cdc s6 tu nhién 37 40
ti 5, lién ti€p nhung khéng lap
lai cdc 88 d4a cd & hinh 26-16,
biét ring N. = 141. K&t qua nhu hinh 26-17 & trang 170.

Hinh 26~16

27. BON MUOI BAY NAM VA MUSI BAY GIAY

0 muc 26 ban doc da co dip
ti€p cln vdi b mat dic biet cda
ma phudng. 0 muc nay ching ta
md ra mét ki quan nita trong
linh vuc nay.

Ma phuong da pha v@ nhing
han ché& cta hon 7 thé ki vé trudc.
Nam 1257 trong cudén "Tuc cé
trich ki todan phap” cta Trung
Quic c¢d dua ra hinh 27-1, duoe
goi la "Tin cltu d3". DAy 14 hinh
tron ki la. Cac s6 tu nhién tir 1
dén 33 duge chia thanh hén dudng
Hinh 27-1 tron dong tdm, & tam la 6 9 va
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cd bén dudng kinh. Téng cac s6 trén
mbi dudng tron la 138 va trén méi
dudng kinh la 147

Hinh 27-2 14 ngéi sao sau canh.
Téng cac s8 trén mbi dudng thang la
26. Hinh nay tuy don gian nhung rit
tha vi.

Nhitng nghién cttu cla nha todn
hoc Martin Madena nguoi MiI da dat
nhidu két qua. Nhu moi nguii da thdy,

Hinh 27-2 hing s6 bién d6i la rdt quan trong.

Vi du, khi ta bigt N la hing s6 bign déi cha < | % | x
ma phuong ba bac & hinh 27-3, ching ta s& bi&t b
s6 x. ctia 6 gita nhu sau : Ta da biét : Xy | %5 | %
x, + x5 +%x3 = N X | Xg | %o

Xy TR PR = N Hinh 27-3

27-
xl+x5+x9=N; ¢ D

X, T X5 +x;, =N .
Cong ting v& cua he (27-1) ta cd _
(x; + %, +x) + (x, + x5+ %) + (%, + x5+ xg) + 3% = 4N (27-2)
Bign d8i v& trai cia (27-2) ta duge :
| 3N + 3x; = 4N.
Viy
‘ ' 1
X, = —b;N. (27-3)
\ Loi dung tinh chit nay, chiing ta c¢é thé qua it phép tinh 12
bist dudc ma phuong.

M.Madena suy nghi : néu dién cac s6 tit 1 dén 9 vao bat cd
‘ 9 6 d6 thi sé xuat hien diéu gi ? Ong phat hién thiy ring,
binh thudng sé ¢6 mot s6 hang hodc duding chéo cd tdng so
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bang nhau. Thé€ la dng dat cau héi : phai chang 11243
da xudt hién mét hién tugng gi la ? Ong ldy mot 8l g fll
hang bit ki vd nd cd tong khéng bang hing sé } J
bién d6i. Va ong cho rang, day la vdn dé "phan ao". 71645
Diéu thu vi la 9 s6 trong hinh "phan 40" hinh thanh Hink 27— 4
mét dang nhu hinh "mét con réng” (hinh 27-4).
46 | 81 |117]102] 15 | 76 |200/203 Hinh 27-5 la ma phuong
19| 60 |232[175| 54 | 69 153 78 cd 8 bac. Hang ngang,
cot doc va dudng chéo
135[114| 50 | 87 [184]189] 13 | 68 840 (hang s6 bien dsi
N, = 840), déng thsi &
150/261| 45 | 38 | 91 |136| 92 | 27 day tich cta ching cing
1191104|108| 23 {174|225| 57 | 30 c¢d dinh, déu bing
2058068231856000.
116) 25 11331120| 51 | 26 :162/207 That 1a ki la, khong higu
39 | 34 [13312431100| 29 |105|152 ngudi ta di lap ra bing
Hinh 27-% ciach nao ?

Ta vigc nghién cdu trén mat phang, ngudi ta da suy luéan
ra kh6i lap phuong, gém cac s6 tit 1 dén n’ s6 ty nhién va
cling déu dugc cac tdng s6 6 dinh nhu ma phuong. Chi ¢ disu
la & khéi lap phuong ki la thi khé khan hon nhiéu so v6i 6 mat
phang. Ngudi ta da ching minh duge ring, cde khéi lap phuong
bac ba va bdn thi khéng tén tai duge, con cde khéi lap phuang
bac nam va sau thi hién nay chua cd cau tra 1oi la cé tén tai
hay khong. Nhung hinh khéi lap phuong bac bay thi da tim
duge va khéi lap phuong bac tam vita tim duge vao ddu nam 1970,

O trén ta da ndi vé hinh vudng ki la
va khsi ki la. Bay gio ta xem hinh lue
gidc {sdu canh) déu ki la.

Nam 1910 ngudi thanh nién tén la
Adamxo da phéat hién diéu thd vi & hinh
luc gidc déu ki la nhuv sau : Hinh 27-6
ed 7 86 (7 0), goi la hinh luc gidc déu ki
la mot lap Hinh 276
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& giita cd 1 s6, 16p xung quanh

cd 6 s6. T hinh 27-6 thiy, néu
- tong cac s6 trén cdc canh biang
nhau, tic 1a x +y =y + z, ta
c6 x = z. Didu nay khéng thé
cé duge. The 1a 6ng da tap trung
nghién cdu hinh lyc gide déu ki
la hai l6p & hinh 27-7, do 19 s6
tao nén (d0p 2 cd 6 x 2 s0). C)ng
da tap trung toan bg thai gian
nhan rbéi cia minh dé sap xé&p
: 19 s6 tir 1 dén 19. Sust 47 nim
Hinkh 27-7 trof, trai qua bao thét bai nhung

ong vin kién tri.

Nam 1957, mot hom Adamxo dang ndm trén giudng bénh,
ong bat ra y tudng tuyét vdi va tim gidy but ghi lai. Sau do
ong xuft vién nhung vé nha thi khong tim thdy manh gidy ghi
chép y tudng dd dau nita. Khong nan, ong lai ti€p tuc cong
visec thém 5 nam nita. Cudi ciing, vio mét ngdy cha thang 12 -
1962, 6ng da tim duge manh gidy ghi chép da mit truge day.
Ong vb6 ciing vui suéng, coi né nhu cia quy va mang ngd
(hinh 27-7) giao lai cho M.Gadena xem xét. Tién si M.Gadena
hét sic ngac nhién va lién viét thu cho nha toan hoc Terrilge.
Terrilge ti€p tuc nghién ciu né nhung phai mat rdt nhiéu thoi
gian moi hi€u ra ring, nhilng ¢ géng cia minh la vb dung,
vi khong thé tdn tai hinh luc gidc déu ki la nhiéu hon hai lép.

Nam 1969, tinh ¢ mot sinh vién da chdng minh dugc két
ludan cua Terrilge la ding va chding minh don gian nhu sau :

Gia st hinh luc gidc déu ki la cd
n 1ép, 16p n ¢6 6n s6 (hinh 27-8). 86
lugng cac s6 cha hinh luc giac déu ki
la n lop la :

N=1+6+12+ .. +6n

1 +%(6 + 6n)n

= 3n% + 3n + 1. (27-4)

Hinh 27-8
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Téng cdc s6 tit 1 dén N la :

M

1l

1
1+2+8+ +N = NN +1)=

1
=3 (3n% + 3n + 1) (3n? + 3n + 2). - (27-5)

De¢ hinh luc giéc déu ki la c6 n 18p thi sé cd (2n + 1) hang,
ma téng cda mdi hang déu bing nhau, cho nén (2n + 1) phai
chia hé&t M.

Tu (27 - 5) bién ddi thanh :

1
M=3[@n+Dn+1)+ n?] [2n+D(@n +1) + @ +1)].(27-6)

Suy ra n®(n® + 1) chia hé&t cho (2n + 1). Vi n? va (2n + 1)
nguyen td cing nhau (t6ng cta ching 1a (n + 1)? ), cho nén
m? + 1) phai chia h&t cho (2n + 1). Nhung

4(m?+1)=(2n+1)(2n-1)+5. (27-7)
Tu (27 — 7) thdy rang, (2n + 1) phai chia hét
(Zn + 1) 2n - 1) + 5,
tdc 12 (2n + 1) phai chia h&t 5. Nhu vay chi ¢d thé la
2n+1=1, . ©(27-8)
hoidc 2n+1 =5 (27-9)

T (27-8) suy ra n = 0. Nhu vay hinh luc gidc déu ki la
chi cdn lai 12 mét di€m trung tam.

Tk (27-9) suy ra n = 2. Nhu vay hinh luc gidc déu K la
c6 2 lap.

Vé sau Alair dwa hinh luc gidc déu ki la vao bé xt li cda
mdy tinh. K&t qua cho thdy, trong 17 gidAy may tinh di ¢ k&t
qud gibng nhu két qui ma Adamxo da méit 47 nam tim kidm.
Nh& may tinh ngusi ta cé thé bién d6i hinh vuong ki la (ma
phuong) thanh cdc hinh vudng ki la cd hang nghin, hang van
16p. Nhung d6i véi hinh hic gide déu ki la thi chi ¢d mot trudng
hgp, d6 1a hinh luc gide déu hai ldp nhu hinh 27-7 do Adamxg
tim ra ma théi ! Tuy vay, d€ cd dugc hinh luc gidc déu ki la
nay ong da phal mit 47 nam !
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28. TRO CHOI CAM CHAC PHAN THANG

D6i voi mot nha todn hoe, mot dbi sich hodc mot tro choi
cé ¥ nghia thi thudng khéng cdn phai dén héi k&t thac van cd
thé thdy trude két cuc ra sao. Tham chi ¢é khi mdi bat dau
da thdy co hoi chién thing. Sau day la trd choi d6i sach cd
dién noi tiéng :

Cd hai ngudi ngdi quanh
chiéc ban tron (hinh 28-1), l4n
luvgt dat xudng mat ban nhing
dong tién kim loai. Hai bén
giao udc vdi nhau ring, nhimg
déng tién phai cd kich thudc
nhd nhau va khong duge dat
hai l4n lién, ai dat doéng tién
cudi cung la thang.

Vé tro chol nay, cdc nha
toin hoc nghi gi 7 Ho da tra
18i khong chit do du ridng :
"Néu toi, t6i s& chon dit trude !".

Hinh 28-1

Dé&i vdi cac nha todn hoc, todn bé cdch dng xG cha ho 13 &
trang thai d6i xdng. Coi gita mat ban la tam, néu dat déng
tién ddu tién xudng chinh gilta mat ban, sau dd, theo nguyén
tdc d6i xdng, cd méi lan d6i phuong dat déng tién xudng ban,
ching ta cing dat mot dong tién vao vi tri ddi xing. Chi cén
d6i phuong cdon cé ché dat, phia ta nhdt djinh s& cd chd dat,
cho d&n khi déi phuong khéng con ché dat dbng tién nita thi
thoi. KiSu gianh phidn thdng trong tré choi nhu vay thi trong
ddu de cha cdce nha todn hoc la didu 16 rang

John von Neumann ( 3.12.1903 - 8.2-1957) 1a nha todn hoc
ndi tiéng, di sang tao ra trd choi nay. Cé mét ldn cd ngudi
ban nhd 6ng day cho trd choi 13 : dua ra 9 con bai tulckhg,
trong d6 A 13 1 di€m, con 8 con bai 2, 3, ... 9 dng vdi $6 di€m
cita nd. Hai ngudi 14n lugt rat ting con bai. Khi d4 rit con
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bai nao thi phai rit hin, khong duoc
rat lai. S6 di€m cla 3 con bai trong
tay cong lai, ai duge dung 15 diém la
thing cube. Vay lam sao rut bai ma
gianh phén thang ?

J.von Neumann suy nghi mét lic
réi ndi "6, trdo choi nay hay ddy !
Ngudi rat trude sé thang. Nhitng ngusi
rit sau, néu d6i phd tét thi van gig
duge thé hoa".

Vay J.von Neumann dia suy nghi
nhu thé nao ?

Jvon Neumann

21914 Trong muec 26 da gigi thiéu vé ma phuong.
Yéu cdu cla trd choi 14 3 con bai trong tay phai

7158 c6 tdng s8 di€m 13 15. Thuc ra la ddi héi lam
6|18 thé nao d€ ba con bai trong hang ngang, hang

doc va dudng chéo theo phuong phéap "Lac thu"

Hinh 28-2 (hinh 28-2).

Nhu véy, d6i sach ma ching ta dé cap gidng vai tra choi

danh caro ma nhiéu ngudi di quen thude.

Cach choi caro nhu sau : Hai
ngudsi lan lugt ghi chit "0" hay
chit "x" vao & (hinh 28-3). Ai ghi
duge 3 ; 4 hodc 5 (theo quy dinh
truge lic choi) chii "O" hay chit
"x" lién tuc theo dudng thiang (k&
cd dudng chéo) la thang cude. ‘

Thuc ra khéng phai cac sach
luge quyét thang cia trd choi déu

ped
o
O

Hinh 28-3

don gian nhu da gigi thiéu & trén. C6 ltc cac nha toin hoc st
dung cdc tht thuat toan hoc trong tréo choi, né con vugt trén

ban than trd choi nhidu.

Nam 1907, nha toan hoc Wythoff da phat hién ra trd chdi
nhuv sau : C6 hai ngudi tham gia, thay nhau di chuy&n vi tr{
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céc que diém & déng 1 va déng 2. Khi biat ddu, st diém la tay
y & mdi déng. Gia sl s6 que diém ¢ mbi dong 1a p va q. Ching
ta diing cap s6 cd thd tu (p, q) d€ biéu thi trang thai cua déng
diem khi dd.

Nguyén tic cia trdo choi 13, méi ldn cé thé dung mdt trong
ba cach dé€ di chuyén que diém :

1 - Di chuy&n mot s6 que diém ¢ déng 1 ;
2 - Di chuyén mot sd que diém & déng 2 ;
3 - Di chuyén mot s6 que diém bang nhau & ca hai déng.

Dung phuong phdp toan hoc dé bi€u dat nguyén tic nay, tic
1a Idy (p , q@) bién thanh mét trong ba cép s6 sau day : (p—-t, @ ;
p,g-t; (-t qg-t).
Do quy dinh méi lan it
nhit 1a 1 que, cho nén t
= 1. Nhung viéc chon t
quyét dinh 12 ¢ ngudi
choi (hinh 28-4), thaim
chi c¢é thé di chuyén
nguyén ca déng diém.
Ngudi nao di chuyén que

Hinh 28-4 ‘diém cudi cing la thang.

Vi du, trang thai ban ddu la (17, 14). Do A ddnh truée nén :

A cim (15, 13) , B cam (9, 13) ;

A cam (9, T),

Bcam (6, 7); *

A cam (4, T), A ! 11

B cam (4, 2) ; %%\

A eim (1, 2)% -
Boeim (1, 1, 0 1. =1 1[I TR
(0, 2) hoac (1, 0) ; p I g

A cém (0, 0)* gianh
phan thing (hinh
28-5). Hinh 25-5

s
©
S
S

160



wWW.VNMATH.com

Nhu vay dé dang thdy A di dat dé&n. cap s6 (1, 2) cd dau
"*» ]a_quan trong, vi thuc t€ lic dé A da gianh phén thang,
tkau d6 B khong cd cach gi d€ d6i phd duge, budc phai thua
cude. Cho nén ching ta goi (1, 2) 1a vi tri thing lgi. Duong
nhién (0, 0) ciing Ia vi tri thdng lgi.

" Bat ddu ti vi tri gidnh thdng lgi (0, 0) chdng ta c6 thé suy
- luan duge bang cd vi tri gidnh phdn thang (bang 28-1). -

’ Bdng 281
Vi tri gianh théng lgi
Thi t¢ | Vi tef gianh o~ o
tinh nguoc|thing loi (p, * |~ © 4 P=q
1 (0, 0) 0 0 0
2 (1, 2) 1 2 1
3 (3, 5 3 5 2
4 4,7 4 7 -3
5 {6, 10) 6 10 4
6 (8, 13) 8 13 5
7 (9, 15) 9 15 6
-8 (11,18 11 18. 7
9 (12, 20) 12 20 8

Vi dy, khi A bét ddu 1a (3, 5) thi B déu phai danh phu sau :
B (3, 4 ; A, 2)" thdng ;
B'(3, 3) ; A (0, 0) thing ;
"B (3,2); A2 1) thing;
B (3, 1); A (2, 1) théng ;
B (3 0); A0, 0) thing ;
B (2, 5); A2 1) thing ;
B (1,5 ; A(l, 2) thang.

Vi vay, cd thé rit ra, (3, 5) cing la vi tr{ gianh thang loi, ...
‘Tt d6 cd thé thdy p, q ¢ bang 28-1 cd quy luat sau day :
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( 1) Cot cudi sap x8p theo thu ty s6 tu nhlén

{2) Ngoai 0 ra, hai cét p vd q khéng ]Ep lai vd bao gém tﬁt
_ cé& cac s ty nhién.

{(3) Gi4 trj p cia cde vi trl déu 1 cde s6 tu nhién nhé nhit
chua hé xudt hién trufe dd trong cdc vi trl cda ¢t p hodc’
cot g

Dua vao ba quy luAt nay, chung ta cd th& kéo dai lién tyc
vi tri gianh phan thang trong vi duy néu & trén. Vi du & céc
di€m thdng (m, n) lién ngay sau dd ma chua dugc viét ra déu
cd thé€ suy luan nhu sau : Trubc h&t m [a s6 ty nhién nhd nhét
ma phia trude chua hé xufit hién, tdclam = 14. Man-m = 9,
nén-n = 23. Vay diém théng tip theo la (14, 23). C@ nhu vay
ma tlé’p tue..

Ngudi ta dd ching minh duge rang, mot khi A dat dén vj
tri thdng thi B tiép theo s& khong thé tim duge bat ki diém
. thang nao khac. Nguge lai, néu B da tim duge mdét vi tri ndo
dd khong cé trong do thi A tiép theo nhidt dinh s& cd thé tim
duge di€m thang trong dd. Nhu vay clng cd nghia la, mgt khi
A gianh duge vi tri thiang thi trén thuc t& nd cing d4a thing
rdi. Didu ching minh nay thuc ra khéng cd gi khd, vi tri duoc
dé cap dén trong tro choi nay cd vé nhu rit dé dang. Tuy vay
diéu ké&t luan trong trdo choi nay da hoan toan ddy du.

- Nhung sy md mlm cta cdc nha todn hoc thi cdn vugt xa

nhitng két luan d6. Nam 19286, gido su Sam Beatti 6 Trusng

~ dai hoc Toronto (Canada) da phat hién diéu quan trong nhu

sau : D6i v4i mét s6 vo ti duong x va s6 nghich dao y cia nd,

ldy phan nguyén (bi€u thi bdng [ 1) cla hai hang thi ty sau day :
1+x,20+x,3(1+x),
1+y,2(1+y),31Q+y),.

ghep lai ta dugc cac s8 tu nhién khong lap lai. Trén co s0 d6
ngudi ta chon sé vo ti dac biét :
-1 +V5

= — = 0,618
x 2 0,618
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{[n(l +x):|, [n(l + i)]}, n=12238 ..

d6i v6i nhitng n khac nhau 1a nhing vi tef n thing.

Khi d¢ :

Diéu lam ngudi ta .hngac nhién, x § day la "con s6 vang" va
“dugc goi 12 "s6 thén va try".

"S6 vang" (ti l¢ vang) , . .
13 86 ma "di€m chia vang” A X M B~
M chia duge doan théng . ' i
AB bang don vi (hinh
28-6),

Hinh 28-6

- Né&u: ta o6 mot hinh chi

. nhaAt ma canh daj bang 1 va

+ canh ngin la 0,618 thl duge

: : 0,618  goi la "hinh chit nhat dep" (hinh
28-7).

_ Ti 1¢ nay duge lam quy téc
“ 1 théng tri trong kién tric, digu
Hink 25-7 khac & Tay Au, trong cac migu

t&€ than, trong kim tu thap cé

~ Ai Cap, trong thap Eiffel, tugng "Nit thdn tu do", ling tim ¢
An Do, .. Trong ty nhién cing g4p nhiéu trudng hop c¢d “éon
s6 vang', nhy ba 14 moc trén cay tao thanh cdc goc 137°28
(chia du¥ng trén theo ti l¢ 1 : 0,618), lam:cho d¢ thong gid,
8y ti€p nhan dnh sdng Mat Trdi cla 14 12 t6t nhat, Véi con
ngudi, tl 18 gilta vong ngue va chifu cao phai duge phan b6
theo "ti 1& vang" thi méi 14 co thé dep. "S6 vang” con duge dng

dung trong "phép tuyén chon téi wu".

B

29. CACH CHIA HINH VUONG DOC DAO

Trong d&i hoc sinh. it khi ngudi ta ludng hét duge anh hudng
vé sau cla ho.
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Nam 1936 cé bdn sinh
viéen 1a Tutle, Stone,
Brooks va Smith da cung
mot lde phat hién thdy
diéu ki la trong hinh
vubng. D6 1a viéc chia .
cht hinh vudng : chia’
hinh vuéng hay hinh chit
nhat ra lam cdc hinh
vuéng ¢6 canh khong.
bang nhau. Lic dé ngudi
ta da bist : mot hinh chit
nhat cd chiéu dai 33, .
chifu réng 32 thi cd thé
chia ra cac hinh vuoéng
nhu hinh 29-1. ‘

D cho ca bén sinh vién nay cd dé tai nghién cdu gidng
nhau, nhung trong tim nghién cdu cda ho thi lai khdc nhau.

_ Stone ngay til dau muédn ching
minh : D6i v6i mot hinh vudng
thi khong thé chia thanh mét s
hinh vuong khéng giéng nhau.

Nhung Stone khong thé lam duge .

vigc nay. Anh ta lai cd th€ tim
_ duge nhing hinh vuéng tif mét
" hinh chit nh4t khdc (hinh 29-2).
Con Tutle va hai ban khéc thi
vén tap trung nghién cu li thuyét
vé& chia- hinh vudng. Tuy nhién,
ho déu khéng tim duge két qua

177
) 78
21 176
587
43
17 s
. 34 28 414
Hinh 29-2

nao. Sau nhiéu nam thit bai, ho mai bat ddu chi ¥ dén phuong

phap Stone.

Nam 1939 @ mot ving trén quin dio Anh, tu nhién xudt
hién mot tiéng sét kinh ngudi va chinh lic d6 cing la hic ma
phuong phdp chia hinh vudong khong gidng nhau trong hinh
vuong dude tim ra. DG 1a phdt minh cla mot gido su & Trudng
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dai hoc Berlin. Con d6i véi Stone, Brooks va cic ban khae, ho
khong 14y gi lam ngac nhién va ho da nhanh chdng thay ddi
phuong phdp nghién ctu cia minh, cuési cung ho di tim duge
mét hinh vuéng ed thé duogc chia ra lam 39 hinh vuéng khac.
K&t qua nay cang dong vién ho ti€p tuc di sau nghién cdu vin
dé nay.

Thdm thodt da mdy chuc nam troi qua, nhing sinh vién
nghién cdu chuyén dé nay déu da trd thanh cic nha d8 hoa,
cdc nha todn hoc ndi tiéng. K&t qua nghién ctu cta ho da duge
ap dung vao dién t&, hda hoc, kién tric, tin hoe, van tria hoe,

. trd thanh cong cy mang lai hanh phdc cho loai nguoi.

Vay b6n sinh vién néu & trén da nghién cdu viée chia cat
hinh vuéng nhu thé nao ?

Cau chuyén khéng cd gi phiic tap : Truéc hét ho phdc thao
ra mét hinh chit nhat chia ra thanh cdc hinh vudng. Sau dd,
ding nhiing s6 chua biét {t nhdt dé chi cac canh ctia hinh
vudng va tiép tuc viét ra céng thic vé méi quan hé dugc thoa
man cua cdc canh. Cudi cing la giai phuong trinh dd.

Vi dy, d4u tién 132 phac thao mét
hinh chit nhat, duge chia ra cac hinh
vuéng (hinh 29-3). L4y ba canh khdc ‘
nhau x, y va z c¢da ba hinh vuéng 2y -5z
lién nhau. Sau dd, suy luan ra chiéu
dai cda cdc hinh chit nhat nhé hon : y

xty;
2% +y, 2xry
y-z;
y -2z
¥y~ 3z; ‘
2y - Bz . - “Hinh 29-3

x+y

Bay gits, ti didu kién cac canh cta hinh chi nhat tuong ing
ta duge

(2y—52)+(y—22)+(y—z)=(2x+y)+(x+y);

2x+59)+(2y - 52) = (x +y) +y+(y -z, (29-1)
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tde 15 :

3x — 2y + 8z = 0,
x —4z = 0.

Day 1a hé phuong trinh bit dinh bac 1 ba an.
Gia st z = 1, ta giai (29-2) dugec x = 4 va y = 10.

(29-2)

Thay cac gi4 tri ndy vao hinh 29-3 ta duge cac hinh vudng
chia c4t ra tit hinh chi nhat.33 x 32 nhu hinh 29-1.
R6 rang, néu ching ta tién thém mot bude cic phac théao la
hinh vuéng thi phai tang thém didu kién
@y -5z)+@2x+y) = 2x +y) +x+ty) (29-3)
tgc la x-y+5z =0 (29-4)
Nhu vAy hé phuong trinh
3x~2y+82 =10,
x — 4z = Q, (29-5)
x-y+bz =0
chi c6 thé ¢d x =y = z = 0. Diéu nay cd nghia 1a cach chia
hinh vuéng khic nhau trong hinh vuéng la diéu khong thé cé dudc.
T4t nhién, viéc phuong trinh cé nghidm hay khong va cd
médy nghiém, cdén phu thudc ma tran hé g6. Do nhitng nguyén
nhan nhu vay ma ngay tit ddu Stone da cho rang, khong thé
chia cdc hinh vudng khac nhau trong hinh vuéng dugc.

Saw nam 1939, tic la sau khi ngudi ta tim duge phuong
phap chia hinh vuéng, suét hon nia thé ki qua ngudi ta lai
tap trung su cha § vdo vén dé tim s6 nho nhit khi chia hinh
vudng. V& vdn dé ndy, nha todn hoc nghiép du T. H. Wilcorks
ngudi Anh da tim ra dugc cdch chia hinh vuong khi phai dung
37 bac. Ki luc nay duge giit trong thoi glan daj, mii d&n khi
cing chinh T.H.Wilcorks da tim ra cich chia hinh vuodng chi
ding 24 bsc. Nhung két qua nay chua lam cho ngudi ta thay
thoa- méan.
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Dén nam 1964, mot

hoc tro cua Tutle, 1a tién
sl Weijohn da tim dude

. . 143
cdch chia hinh vudng day

4
149 211

mi man trén mdy vi tinh.
Muoi hai nidm sau, nam
1976, ngudi ta lai tim

50 | 4

g7 |62

3716

€7

dugc cach chia chi cd 21
bac, cing chinh nhd sy

15

100

l» 22

giup 48 cia mdy vi tinh
(hinh 29-4). Day c6 1& 1a
diéu cd thé lam cudi
cung. VI vé& li thuyét da

167

157

ching minh : khong thé
ton tai mot hinh vuéng
¢ thé chia & bac be
hon 20.

Hinh 29—4

Song song v6i budc phat trién nghién cdu védn dé nay, cing

khong it ngudi di sdu nghién cdu khéi
lap phuang. Nhung két qua Ia mét thoi
gian ma khong dua lai duge didu gi.
Vi khong khd gi ching minh duge ring :
néu dung cdc khdi lap phuong khéng
déu nhau dé€ nhét ddy vao mét hop
hinh chit nhat la didu khéng thé duge.

Su that la, d€ nhét ddy bit ci mot
cdi hép nao thi cing phai chia hinh

vaudng & ddy hop hinh ch@t nhat (hinh

29-5). T hinh 29-6 s& thiy ré : tat

27
50 35

19

2 FleTint
laf7
16

2ie

23 | 25

33

Hinh 29-5

Y -

S

w

Hinh 29-¢
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ca nhflﬂg khsi  lap
phudng tiép xuc vdi ddy,
dit nho nhét ciing khong
thé€ tiép xuc duge vai
vach ding, néu khéng
thi vin phai cé mot khéi
lap phuong khac nhd
hon tifp xGc v8i day.
Nhu vay, chu vi S sé
nhu hinh 29-7, né sé
duge tidp xdc v6i nhiing
khdi lap phuong tuong
" Hinh 29-7 d6i 16n ¢ mit  xung
' quanh. D& che hét bé
mat S, bAt budc phai dung dén nhitng khdi lap phuong nho hon
(8’). Cing nhu vay, §’ phai ndm & cdc phidn giita cia 8. Va cd
tigp tuc nhu vay phai cd nhing khéi nhé hon nita (8°"), ... dén
v han.

30. NHUNG cONG HIEN CHO CA THAY
LAN TRO

Xung quanh ta con vo sd diéu chua bigt. Phan 1on nhing
diéu chua bist dé chinh la nhitng han ché€ cua tei tué va tri
thdc ctia nhan loai. Nén vin minh va trinh d& khoa hoc miy
nghin nam nay da tao nén con dudng dé loai ngudi di ti céi
da bigt dén cai chua biét.

Tu "dai s6" (algebra) gip lan ddu tién trong cudn sdach cia
M.ibn M. Al. Khowarizmi ¢ thé ki IX, phan néi vé nguyén tac
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gidi phuong trinh. Mai dén csch day 1 thé ki, nd van nim trong
pham tru U thuyét phuong trinh . Theo déng thdi gian, dén
nay né dd phéat tri€n rit xa tit mot khai niém tritu tugng.

Déi v6i mét thoi dai méi thi cac i thuyét c8 dai cia phuong
trinh vin khong mét di gia tri 12 nén tang ving chic cda lau
dai khoa hoc hién dai. Nhung nhan loai khéng thé c¢ lap lai
mii cai diép khic ddy han ché& trudc day. Cho nén, ngudi ta
da st dung phuong phdp gido duc d€ tim thdy hoc chit. Day la
modt nghé thudt rit cao. Nha toan hoc L. Gording ngusi Thuy
Dién, trong cudn "Khai niém toan hoc" di din ra cdu chuyén
ngu ngén cd ¥ nghia sau sic :

Thay gido ndi vdi hoc sinh trong l6p cia 6ng : t6i ndi véi
cac em mét khdi niém rdt c6 ich ca trong toan hoe, vat li, xa
héi hoc va ca trong doi séng thudng ngay. N6 cé quan hé dén
" hai dai lugng bién ddi x va y, trong dd .y phu thude vao x. No
duge dinh nghia nhu sau (thdy gido quay mat vao bang va viét) :

'y 1a ti lé thuan véi x, néu c6 moét s6 a sao cho méi gia tri
cla x va gid tri tuong ding cda y, ta déu cé y = ax."

Sau d6 thdy gido quay lai nhin ca 16p, thdy chl ¢d vai hoc
sinh hi€u duge. Ong lai gidng lai : Duge 16i, cdc em xem, toi
via viét ra diéu gi dé ? Vi du, chung ta gia thiét a = 2 (ong
lai quay vao bang).

"D6i voi tdt cAd x thi y = 2x".

Théay gido lai quay lai, nhin ca 16p, hinh nhu ca lop déu da
hi€u. Nhung vén cdn vai hoe sinh ngo ngic.

Ong tigp tuc giang giai. Dugc rdi, cdc em xem, toi vita viét
gl ? Vi du ndi ring, t6i gid thiét x = 3 thi y = 6 (ong lai viét
lén bang). '

"6 = 2.3"

Thdy gido quay lai nhin c4 16p. Lic nay ca 16p déu da hidu.

Cau chuyén nay in sdu vao moi ngudi, giip ho quyst tim
thi tim con dudng phi s6 hoc d&€ thuc hién mot nic thang mdi
hé trg cho tri tué cha con ngudi. Trai qua hon 2000 nam lich
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st diy chong gai, da lde lén nhiing tu tudng sang ngoi trén
nén toan hoc cta loai ngusi. Day chinh la nhiing eéng hién ma
ngudi bién soan cuén sach néu trén mudn gui gim vaoc dd.
Chéc chén nd sé gitp ich mot phin cho ca thiy lan trd.
. _ .

* *

Trd loi muc 26
Két qua duge ma phuong'nhu hink 26-17.

36|10 9 138! 7 |41
1731|1415 ;34 |30
23 |28 |26 |27 |19 | 18
24 |22 (20|21 (25 |29
351313313216 |12
-6 137139 8 14011

finh 26-17
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MUC LUC

Lo nof dau

U e R = Y - R =

— e —
-

30.

. Co mdy cach gidi phdong trinh bic 2

. Kham pha bi mgt cia "Vu an chige vidng mién”

. Thé gidi ctia cic ki hign phép tinh toan hoe

. Cac ki higu 104n hec khac

. Béic nhilng nhip cdu hudng 1di nhdng didu ¢4 bict

. Cude thach 46 chdn dong gidi toin hoc
. Nhiing vinh quang sau khi da qua d6i
. Hai ngoi sao sang chdi trén biu troi Lich st 10dn hoe

. Diéu nghi ngd v& "Vu an chiéc viiong mién"

. Cac bidu tugng khic trén bia md

. Ai da tim ra dinh Ii Pythagores ?
. Diophantus va b6 ba s& tam gisc
13.

. Dung phudng trinh gidi vai bai toan cd

Nudc Phap va nude Die déu treo gidi thudng

. Phét hién diu tién vé phucdng phap gidi tich
. Vén bilc man bi 4n cta ba bai toan c& dién ndi tiéng v& hinh hoc
. Budc ra khoi quy dao cia compa

. Bi dn cia s6 3o

. Diém bat dong thin ki
. Nghe thuat "tia hoa”

. Bi ntt bt ddu ti qua bi-a

. Tu mat chic binh co day hinh binh hianh
. Han Tin diém quén

. NiT hoang cla vudng qudc Loan hoc

. Kham miat phing thec dung tinh thé

. Ma phucng cta thé gidi toan hoc

. Bén mudi bay ndm va mudi bay giav

. Trer chai ¢dm chic phin thing

. Cich chia hinh vuong doc dao

Nhilng céing hidn cho ca thiy 14n wa
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Chiu trdch nhiém xudt bdn :

Gidm d6c NGO TRAN Al
Téng bién tap VU DUONG THUY

Bién 1dp noi dung :
NGUYEN MINH LY
Bién tdp inf thudt :
TA TRONG TRI
Bién tdp ki thudr :
TRAN THU NGA
Stra bdn in
MINH LY
Sdp chix :
PHONG CHE BAN (NXB GIAO DUC)

CAC CAU CHUYEN TOAN HOC
TAP HAI - CA1 PA BIET TRONG CAI CHUA BIET
In 5000 cudn, khé 14,3x20,3 cm tai Céng ty In Khoa hoc Ky thuat - HN
| S8 in: 344 - Gisly phép xuat ban s6: 1536/697 - 00
In xong va nép luu chiéu thang 8 nam 2001





