Bai gidng s 2
QUAN HE VUONG GOC TRONG
KHONG GIAN

Cac bai toan vé quan hé vudng goc ludn ludn 1a mot chi dé quen thude va
khéng thé thiéu trong moi bai toan hinh hoc khong gian ¢6 mat trong cac ki thi noi
chung va thi vao Pai hoc, Cao ding néi riéng.

Cac ndi dung chinh trong cdc bat thi tuyén sinh thudc dang toan nay thuong
duoc dé cap dén la:

- Chimng minh tinh vuonz, goc (bao gom duong thang vuonz, goc mit phing,
hai dudng thing vudng géc véi nhau, hai mat phang vudng goc vai nhau).

- Cac bai toan tim khoang cach: Khoang cach tir mot diém dén mot mat
phing, khoang cach giira hai dudng thing chéo nhau..

- Cac bai toan xac dinh goc: Goc giira hai dUO’llé thang chéo nhau, goc giiia
hai mat phang, goc gitra duong thang va mat phing. '

) Bai giang nay dé cap dén cac ndi dung do va nhitng véan dé lién quan truc tlep
den no.

§1. CAC BAI TOAN CHUNG MINH TiNH VUONG GOC

- A , o X « K
1. Cac kién thic co ban can biet
a. Tiéu chuin vuong goc
+ Duong thang (d) vuéng goc voi mit phang

;d a (P) khi (d) vudng goéc voi hai duong thang giao
S( nhau cia (P).

+ Hai mat phing (P) va (Q) vubdng goc vai
nhau khi goc tao boi hai mat phing ay bang 90°.
b. Cdc dinh Ii vé tinh vudng géc
+ Dinh li ba duong vudng goc:

A/ Giasird L (P)cho Ae(P), dudong thang .
+ Gia sir (P) va (Q) la hai mat phang vuéng goc
véi nhau, (P)N(Q)=A. Néu a € (P), aLl Athi
al(Q)

d
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+ Gi'é s (P) va (Q) cung v‘uéng goc vai (R), trong d6 (P)n(Q)= A
+Neéua L (P), thi mit phang (Q) chira a déu vudng goc vai (P).

|
L VS

2. Cac dang toan thwong gip:

Logi I: Chimg minh dudng thang vudng goc véi dudng thing,

Pay 1a mot trong nhitng dang toan hay gap nhat trong chuyén muc cac bai
toan vé “quan hé vudng goc™ (va cé tan sudt kha cao trong cac bai toan gip phai &
cdu sb 3, vé hinh khéng gian trong cac dé thi tuyén sinh vao cac trudong Dai hoc,
Cao dang c4c ndm gan day tir 2002 — 2009).

Dé gidi cdc bai toan nay phirong phdp chinh dwge sw dung la:

- P N 5 pé chimg minh dudng thang d vudng
I // goc voi duong thing Ata thudng chimg
% I minh d vubng géc v6i mat phing (Q),
By 1 o trong d6 dudng thang A nam trong (Q).

! 7 Di nhién dé lam dugc diéu nay nguoi
// | d ta phai s dung diéu kién dé mot duong
} thang vudng goéc voi mot mit phang trinh
ﬂ— + =7, bayotrén. )
i No6i cach khac hai sie kién chinh rat
- dom gian va co ban sau day chinh 1a “linh

B C hon™ dé giai cac bai toan thudce loai ndy:

+Néua L (P)thia vuong géc vai moi dudng cua (P).

+Péa L (P)chican a vudng goc véi hai dudng thing giao nhau cia (P)

Thi du 1: (Dé thi tuyén sinh Dai hoc khéi B - 2002)
Cho hinh 1ap phuong ABCD.A\B,C|D; . Goi M, N, P lan luot 1a cac trung

diém cua BB,, CD, A,D,. Ching minh MP L C)N.
Goi E la trung diém ctia CC,. Ta ¢6: ME/BC = ME// A\D,.
Goi (Q) la mat phing MEDA,. = MP €(Q) (1)

Dé théy hai tam giac vuéng C,CN va D,C,E bang nhau

= CNC, =C,ED, =CC,N+C,NC =90° = C,N L ED, )
Do ME/BC =>ME L (CDD,C;) =ME L C\N 3)

Tr(2)va(B)suyra: CN L(Q)=CN L MP

Thi dy 2: (Dé thi tuyen sinh Dgi hoc khéi A - 2007)

Cho hinh chop tir giac S.ABCD c6 déy la hinh vudng canh bing a. Mjt bén
SAD la tam giac déu va & trong mat phing vudng goc voi day. Goi M, N, P lan
lugt 13 trung diém cua SB, BC, CD. Chung minh AM L BP.

21



Giai
Goi H Ia trung diém cia AD, do SAD la tam giac déu, nén SH L AD.
Vi(SAD) L (ABCD) =SH 1L (ABCD)= SH L BP (1)

A B
)
H N
)
D P C

D& thay hai tam giac vuéng BPC va CHD la bing nhau, nén ta cé

= Bi=Ci=>Bi +C2 =C; +C2 =90° =BP LCH )
Tir (1) va (2) suy ra: BP L (SHC) 3)
Do HC// AN, MN//SC = (SHC)/AMAN) (4)

Tir (3) va (4) suy ra: BP L (MAN) = AM 1 BP (dpcm)
Thi du 3: Pé thi tuyén sinh Dai hoc khdi B-2007
Cho hinh chép ttr giac déu S.ABCD canh day
bing a. Goi E l1a diém déi ximg cua diém D qua
trung diém cua SA. Goi M, N lan lugt la trung
diém ciia AE, BC. Chimg minh MN L BD.
Ta ¢6 SEAD Ila hinh binh thanh = SE/DA
va SE = DA = SEBC ciing la hinh binh hanh
= SC//EB.

Goi P l1a trung diém ctia AB. Khi do trong cac tam giac EAB va ABC ta c6
MP//EB, PN//AC.

Tir d6 suy ra: (MNP)Y/(SAC) (N
Tac6DB L ACvaBD L SH(viSH 1 (ABCD)) = DB 1 (SAC) (2).
Két hop (1) (2) di dén: DB L (MNP)

= BD 1 MN = dpcm

Thi du 4: (Dé thi tuyén sinh Pai hoc khéi D- 2007)
Cho hinh choép tir giac S ABCD c6 day ABCD la
hinh thang, trong d6 ABC = BAD = 90°% BA = BC
=a, AD = 2a. Gia sir SA =a\2 va SA vudng goéc
vgi day ABCD. Chirng minh SC L CD.

Goi M la trung diém cua AD ta co:

MA=MD=a

Do MA = BC = a; MA/BC = MABC Ila hinh

vudng (két hop voi AB=ava ABC =BAD = 90°).




Tu dotacd: MC =a.

VIMA=MD=MC=a

= ACD la tam giac vuong tai C, tic la CA 1L CD.

Do d6 SC L CD (dinh li ba duong vudng géc).

Chu y: Xét mot bai toan tuong tu (dé thi
tuyén sinh Cao dang khdi A — 2008) :

Cho hinh chép S.ABCD c6é day ABCD la

hinh thang, v&i ABC =BAD = 90°, BA =
BC = a, AD = 2a; SA 1 (ABCD). Goi M,
N la trung diém cia SA, SD tuong img.
Ching minh BCNM la hinh chir nhat.
o - Giai
Thét vay, vi MN // AD vi MN//BC; va MN
= BC =a= BCNM Ia hinh binh hanh.
Do AB 1 BC = MB L1 BC (dinh li ba
dudng vudng goc)
= BCNM Ia hinh chit nhat.
Gia thiét SA = a\2 khong dung trong cau nay (né dung trong cau hoi thir hai
cua bai thi - xem & §3.
Thi du S: (Dé thi tuyén sinh Cao ding khoi A, B, D — 2009)
Cho hinh chép tir giac déu S.ABCD, canh day bang a. Canh bén bing aV2.
Goi M, N, P lan lugt 1a trung diém ctia SA, SD, DC. Chirng minh réng MN L SP.
Giai
Vi M, N lin lugt 1a trung diém cua SA, SD nén
MN//AD = MN // BC.
Do S.ABCD l4 chép déu nén SB = SC.
ViPB=PC = SP L BC = MN 1L SP = dpcm.
Loai 2: Cac bai toan veé tinh vubng goc cia hai
¢ mat phing.
Mic di cac bai toan nay trong cac dé thi tuyén sinh
vao Pai hoc, Cao déng nhirng nam 2002 - 2009 la
it hon nhiéu so v&i cac bai toan xét trong loai 1,
nhung nd van l1a moét bai toan co ban va khong
dugc xem nhe.
Phuong phép chinh dé giai cac bai toan nay la dya vao dinh li quan trong sau day:
Cho hai mdt phdng (P) va (Q) cdt nhau theo giao tuyén A . Khi d6é mgt dieong
théng nam trong mét mdt phdng ma vuéng goc véi A thi vuong géc véi mct phing
con lai. :
Ngoai ra, ngudi ta ciing dyra vao dinh nghia ctia hai mat phing vudng goc dé
chirng minh tinh vuéng goc ciia hai mat phing.
Thi du 1: (Dé thi tuyén sinh Pai hoc khoi B — 2006) ,
Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh chir nhat véi AB = a,
AD =a+/2, SA = a va SA vuéng goc véi day (ABCD). Goi M, N la trung diém
ctia AD va SC. Chimg minh mat phing (SAC) vudng goc v6i mat phang (SMB).
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Giai
asr AChMB=1.
MA = MD, va do AD//BC, nén theo dinh li

let suy ra: Al = % IC.

-~

5

, AC? = AD? + DC* =(aJ§)" e =3a?

Al =laci=2
3

9
1 1 {av2 ? ,| a?
=—MB? =~ | +a? =%,
B 9 2 6
2 2 o) 2
Tirdosuyra: AR+ M =242 13V | _ a2
3 6 2
Viy AIM Ia tam gidc vuongtail => MB L AC nH
Mat khac SA L (ABCD) = SA L MB (2)

Tt (1), (2) suy ra: MB L (SAC) = (SMB) L (SAC) = dpcm.
Thi du 2: (Dé thi tuyén sinh Dai hoc khdi A - 2003) .
Cho hinh h¢p chir nhit ABCD.A'B'C’D’ day la hinh vuong ABCD canh bang a;

AA’ =b. Goi M la trung diém ciia CC'. Xac dinh ti sb % dé hai mat phﬁng A'BD

va MBD vuong goc vat nhau.

A

\

Giai

N\
2NN
. AR
/ r\ A (
/v AN
/ [ \\1 \\
b Vo2
AR -
/ yd \\'/4_//
/ < //l)/
S -
i = a (
OM*
AM’

b’ Taco A'B=A'D = A’O 1 BD.
Lai c6 MB =MD = MO 1 BD.
¢ day O la tam cua day ABCD.
Tir d6 A'OM la géc gita hai mat phing
(A'BD) va (MBD).

b Vividy: (A'BD) L (MBD) < A'OM =90°
< A0+ OM =AM (1)
Tacd: A'O* = A'B*— BO’

a2 2 av? :_ 2 a’
=a +b —( 5 J =b +—2— )
SMCT o= L 3)
4 2
:A'C'3+C'M3=2a3+94l 4)

a

Tir (2) (3) (4) suy ra: (I)<:>5—4—+a2 =2a’ +%<:>b=a(do a, b>0).




Viy voi %:1 thi (A"BD) L (MBD).

Thi du 3: (Dc thi tuven sinh Dai hoc Hai leng - 2006)
S Cho hinh chép tam giac S.ABC ddy la tam giac déu
canh a, con SA = 2a va SA vudng goc v&i mit phang day
(ABC). Goi I la trung diém caa BC. “Ching mmh maét
phang (SAI) vudng goc voi mat phing (SBC).

Do AB=AC = Al L BC (1)

ViAB=AC = SB=SC = Sl L BC(2)
> Tur (1) (2) suy ra: BC L (SAl) = (SBC) L (SAl)

= dpcm.

Thi du 4: Cho hinh chép S.ABC, trong d6 day ABC la tam gidc vudng tai C,
hai mit bén SAC va SAB cung vuong goc voi day ABC. Goi D, E lan lugt 1a hinh
chiéu cta A trén SC va SB. Ching minh (SAB) L (ADE).

Giai
S Vi (SAB) L (ABC); (SAC) L (ABC), ma
(SAB) N(SAC)=SA.nén SA 1 (ABC).
Vi BC L CA (giathiét) = BC L (SAC).
= (SBC) 1 (SAC). Do AD 1 SC, ma
SC = (SBC)N(SAC) = AD 1L (SBC)
=ADLSB (D).
B Tir (1) két hop v6i AE L SB (gia thiét) suy ra:
SB L (ADE) = (SAB) L (ADE) = dpem.
Thi du 5: Trong mit phan;_., (P) cho hinh vudng
ABCD canh bang a. Doan SA ¢b dinh vudng goc voi
(P) tai A; M va N la hai diém tuong tng di dong trén
cac canh BC va CD.

piat BM = u, DN = v. Chimng minh rang a(u+v) = a’+ u’ 1a diéu kién can va do

dé hai mat phang (SAM) va (SMN) vudng goc voi nhau.
Giai

Gia sit (SAM) 1 (SMN) (1)

ViSA L (P) = (SAM) 1L (P)(2)

Do (SMN) n (P)= MN,

nén tir (1) va (2) suy ra

MN 1 (SAM) => MN L MA

bao lai gia st MN L MA (3)

TacoMN 1 SA (doSA L (P))

= MN L1 (SAM) = (SMN) L (SAM).

Viy MN L MA la diéu kién cin va du dé
(SAM) L (SMN).

Tacd MN LMA < AN’=MA’+ MN’

sa+vi=a +ui s (@a-uf +(a-v) e a(u+v)=a’+u’ = dpem.
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Thi du 6:

Trong mit phing (P) cho hinh vudng ABCD canh bang a. Hai ntra duong
thang Bx va Dy vuong géc véi (P) va & vé cling mdt phia dbi véi (P). M va N 12 hai
diém di dong tuong tng trén Bx, Dy. Dat BM =u, DN =v.

1) Tim moi lién h§ gitra u, v ¢ (MAC) 1L (NACQ).

2) Gia sir ta ¢6 diéu kién & cau 1, ching minh (AMN) 1 (CMN}.

Giai

1) Do BA = BC = MA = MC. Tuong ty cé NA=NC.

Gia st ACNBD =0, thi tir trén suy raMO L AC,NO L .AC.

Vi (MAC) n (NAC) = AC nén MON la géc tao bai hai mat phing (MAC)
va (NAC).

Ta co (MAC) L (NAC) < MON =90 MN* = MO’ + NO*

<:>(a\/§):+(v—u)2 =u2+-a§-+v3+%— < 2uv=a’ (1)

Viy (1) la diéu kién can va di dé hai mat phang (MAC) va (NAC) vudng goc
voi nhau.
2)Giasirtacéd (1)
Vi Bx, Dy cung vudng gdc vai (P), nén (BDMN) L (P).
Do AC 1 DB = AC L (DBMN).
y Ké OK L véi MN. Theo dinh i ba
dudng vudng goc suy ra AK L MN; CK L
/ MN = AKC la goéc tao boi hai mat phang
(AMN) va (CMN).
Do ¢6 (1) nén trong tam gidc vudng
NOM tai O, ta co
u 11 . 1 MO®+ON?
OK* OM’ ON* MO ON’

( , 32)( , a:J

B 5 u +? \% +?
sogre MOON L 2L
OM~ + ON- U +v +a°

M

ki 2 32 hd 3 a.‘
u'v +~———(u‘ + v')+ —
2 4

s )
u"+v - +a
Thay (1) vao (2) ta cé:
§i(u3+v3)+§i ) S
okr=2"_ 1 2. & o V2 3)
u +v- +a 2 2

Nhu vay tir (3) ¢c6 OK = OA = OC = AKC la tam giac vuong tai K
= AKC =90°=> (AMN) L (CMN) = dpcm.



§2. CAC BAI TOAN TiM KHOANG CACH

Hai loai todn quan trong nhét cia myc ndy, ciing 1a hai dang toan thudng
xuyén c6 mit trong cac ki thi tuyén sinh vao Dai hoc va Cao dang trong nhirng
nam gan day la:

1/ Tim khoang cach tir mot diém dén mét mit phang (hoac mot dudng thang).

2/ Tim khoang cach giira hai duong thing chéo nhau va bai toan vé duong
thing vuéng géc chung.

Loai 1:

Bai toan tim khoang cach tir mot diém dén mot mit phing (hodic dén mot
dudng thing):

Trong muc nay chung ti trinh bay phuong phép truc tlep dé tinh cac khoan
cach nay, ma khong dua vao phuong phap sir dung thé tich khéi da dién nhu da dé
cap dén trong bai glang, 1.

Phuong phép giai dugc tién hanh theo luge db chung:

- Xéc dinh chan dudng vudng goc trén mat phéng (hoic dudng thing) ma can
tinh khoang cach tir mot diém cho truéc dén néd. Bude nay quan trong & cho Nh¢
¢é viéc xac dinh nay ma cho phép ta c6 du dir liéu dé chuyén sang budc tiép theo.

- Sir dyng céc hé thic lugng trong tam gidc vudng (bao ham ca dinh li
Pitago), hodc lugng giac dé tinh cac khoang cach can tim.

Céc bai toan nay trong kha nhiéu trudng hop dua vao bai toan co ban sau day:

A

Thi du 1 (Bai todn co ban)

Cho tir dién OABC, trong d6 OA, OB, OC d6i
mot vudng goc voi nhau. Ké OH 1 (ABC).

1) Chirng minh H la tryc tam tam giac ABC.

2) Chirng minh hé thirc: -

1 1 1 ]
7= Tt t—=.
OH" OA- OB 0OC-

1)Ké OH L (ABC), AHNBC=M.
Tac6OH L BCvaBC 1 OA
(do OA L(OBC)suytrOA 1L OB,OA 1 OC) = BC L (AOH)
= BC 1 AH.

Lap luan tuong turtaco BH L AC.
Viéy H Ia trire tdm caa tam gidc ABC => dpem.
2) Theo dinh li ba duong vudng goc, suy ra MO L BC
Theo h¢ thirc lugng trong tam giac vuong AOM ta co:
] 1 1
T A2 T o2
OH- OA° OM
Lai theo hé thirc lugng trong tam giac vudng OBC, ta c6:
l I = l hi + ] R
OM- OB°- OC-

(M

(2)

27



. . | 1 1 1

Tir (1) va (2) suy ra: O~ OA + OB + o = dpcm.

Nhdn xét: Day 1a mt trong cac két qua co ban nhét, nhung c6 mot ung dung
rat to 16n trong cac bai toan vé “quan h¢ vudng gdc” cua hinh hoc khong gian. Céc
thi du 2, 3 dudi ddy sé mml1 hoa cho diéu 4 ay.

Thi du 2: (Dé thi tuyén sinh Pai hoc khéi D — 2002)

Cho hinh tir dién ABCD c6 canh AD vudng goc véi mat phéng (ABC), ngoai
ra AC = AD = 4cm; AB = 3cm; BC = Scm. Tim khoang cach tir A t6i mit phing
(BCD).

D Giai

Vi AB = 3cm. AC = 4cm, BC = 5cm = BAC la
tam giac vuong tai A. Vay AB, AC, AD d6i mét vuong
goc véi nhau.

Theo thi du 1 ta cé:

1 1 ] 1 | . 1
T = 5 + B + 5 = _ T
AH- AB° AC- AD" 9 16 16
634
17

-

=>AH=——

Thi du 3: (Dé thi tuyén sinh Dai hoc khéi D- 2008)
s ¢ Cho lang tru dimg day ABC.A'B'(" day la tam giac
vuong c6 BA = BC = a, canh bén AA" = av2. Goi M 1a
trung diém cta BC. Tinh khoang cach giira hai duong thang
AMvaB'C.
Goi E la trung diém BB’. Ta ¢ EM//B'C = B'C// (AEM)
: = d(B’C, AM)=d (B'C, (AEM)) = d(C. (AEM))
=d(B, (AEM)) (vi MB = MC).
Do ABC la tam giac vudng tai B, nén tir dién BAEM c¢6
BA. BE. BM d6i mét vudng goc vai nhau. Theo thi du 1, néu goi BH la chiéu cao
ké tir B caa tir dién trén (He (AEM)) thi,

l,: ],+ },+ l~ :l,+—l,~+ ],:—7::> =§—\/——:>d(AM BC)—EI-
BH- BA- BE- BM~ a a a a 7 7
Thi du 4:
Cho hinh chop S.ABCD ¢6 SA = 3a, va SA
vudng goc vai mat phing ABC. Gia sir AB = BC = 2a;

ABC = 120" tim khoang cach tir A dén mat phing
(SBC).

Ké AH L BC = SH L BC (dinh li ba duong
vuong). Lai ¢6 BC L (SAH) = (SBC) L (SAH).

Do (SBC) n (SAH)= AH,

nén néu ké AK L SH (K € SH) thi AK L (SBC).




Vay d (A, (SBC)) = AK.
Taco AH = ABsin60° = 2a—\§ =a\f3.
Theo h¢ thirc lugng trong tam gidc vuong SAH ta cé:
1 1 ] 4 3a.

S

5 5 + 5 ~ +t—= ) -
AK- SA- SH- 9a- 3a° 9a° 2
Do viy d(A,(SBC)) =

Loai 2: Bai toan tim khoang cach giira hai duong thing chéo nhau:

Khoang céach giita hai duong thang chéo nhau chinh la d¢ dai duong vudng
goc chung cua hai duong than,«a dé. Vi I& d6 néu xac dinh dugc dudng vuong gde
chung dy thi viéc tinh d¢ dai ay coi nhur da dugc giai quyét. Tuy nhién, viéc xac
dinh dudng vudng goc chung cua hai duong thing chéo nhau khéng phai 1a mét
viéc dé lam. Hon thé nira trong rat nhiéu bai toan nguoi ta chi doi hoi tim khoang
cach gitia hai duong thang chéo nhau ma khéng yéu cau xac dinh cu thé dudng
vudng goc chung cua ching. Vi vdy trong thye té ngudi ta thuong chuyén bai toan
xac dinh khoang cach giira hai duong thing chéo nhau vé cac bai toan dé giai hon
sau day:

1/ Néu nhur d, song song vai mit phing (P), trong d6 d» € (P) khi d6 khoang
cach giira d, va d, bang khoang cach giira d, va (P).

2/ Néu nhu d; € (P): dre (Q) ma hai mat phang (P) va (Q) song song voi
nhau thi khoang cach giira d, va d» bing khoang cach gitra (P) va (Q). Luu y ring
néu dy// (P) thi Khoang cach gitra d; va mét phang (P) bang khoang cach tir mot
diém bét ki coa d, dén (P). Tuong tu, khoang cach gitra hai mat phang song song
(P) va (Q) bang khoang cach tir mot diém bt ki ciia mat phang nay dén mat phing
kia.

Nhu vy cudi cung ta lai quy bai todn tim khoang cdch gitra hai dwong thang
chéo nhau ve bai toan tint khoang cdch tir mot diém dén mét mdt phang.

Thi du 1: (Dé thi tuyén sinh Dai hoc khéi D - 2008)

D6 chinh la thi du 3, loai 1 vira xét & trén.

Thi du 2: (Dé thi tuyén sinh Pai hoc khéi B - 2007)

£ Cho hinh chép i giac déu S.ABCD canh day bang

a. Goi E la diém d6i xtng ctia D qua trung diém cia SA.

Goi M, N tuong (g la trung diém cua AE va BC. Tim
khoang cach theo a giira hai duong thiang MN, AC.

Goi P la trung diém ctia AB. Khi d6 MP/EB (1)

Ta c6 SE/DA va SE = DA = SE/BC va
SE = BC = SEBC la hinh binh hanh = EB//SC (2).

Vay tir (1) va (2) suy ra MP//SC.

Lai c6 PN//AC, nén (MPNY/(SAC) 3)

Tir (3) suy ra: d(MN,AC) =d((MNP),(SAC))

=d(H.(SAC))  (4),
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g = HO~-—BD~E~\—C

o day O la giao diém ciia AC va BD. Tir (4) suy ra: d(MN, AC) = af
Thi du 3: (Dé thi tuyen sinh Pai hoc khdi A-2006)

Cho hmh lap phucmg ABCD.A’B’C’D’ canh bang 1. Goi M, N lan lugt 1
trung diém coa AB va CD. Tim khoang cich gitra hai dudng thing A’C va MN.
A

Giai
v Tacé BC/MN
/?\ = MN//(A’BC)
Byt 1€ = d(MN,A'C) =d(MN,(A'BC))
/
S = d(M,(A’BC)) ()
/N .
Nig N Ta co:
K A ——=" Al L A’'B(AB NAB=1)
T P iy -
3 Cc

Laicd BC 1 (BAA’B’) = BC L Al

Tir d6 Al L (A’BC). Vi thé néu ké MH//AL
(HeA'B)thi MH L (A’BC) va

d(M,(A'BC)) = MH =-]2~AI _a2 (2)

Tir (1) va (2) suy ra: d(MN,A C)=-\/-2:

€ Nhdn xér: Céc ban hdy so sanh bai giai trén véi cach
-giai thi du nay bing phuong phap so sénh thé tich
da trinh bay trong thi du 3, §2 (sir dung phuorng
phap thé tich dé tim khoang céch) cua bai giang 1

Thé tich khéi da dle;n

Thi du 4: (Dé thi tuyén sinh Dai hoc khéi A - 2004)
Cho hinh chép tr gidc S.ABCD day 1a hinh thoi
canh AB = /5, dudng chéo AC = 4, SO = 22 va
SO vuéng géc voi day ABCD, & day O la giao diém

ciia AC va BD. Goi M la trung diém cia canh SC
Tim khoang cach giira hai duong thdng SA va BM

Giai:
Ta cé MO//SA = SA//(OMB)
= d(SA.BM) = d(SA,(MOB)) = d(S,(MOB))
=d(C,(MOB)) . (1)
(do MS = MC)

Tacé BOLAC; BOLSO (do SO L (ABCD))
= BO 1 (SAC).

KeCH L OM(H € OM) = CH L (BOM)

(do BO L (OMC) = (BOM) L (MOC))



Taco MO = SZA =

N CORERE
1

Lai cé: MC=ESC=ESA=\/_3_.

Trong tam giac can COM dinh M ké MK L OC, ta cé:
MK’ =MO?-OK*=3-1=2=>MK =2 .
Trong tam giac OBC, ta cé:
J22 246

MK.OC=MOCH =>CH=Y22-°Y2 )

B33

Viy tir (1) va (2) suy ra d(SA,BM) = d(C,(MOB)).

Nhdn xét: Ban hdy so sanh cach giai nay, voi cach gidi cling cua thi du nay
nhung diing phuong phap “so sanh thé tich™ da dugc trinh bay trong thi du 1, §2
cta bai giang sb 1: Thé tich khéi da dién. ‘

Loai 3: Bai toan xac dinh duong vuéng goc chung:

Nhu da néi & myc trude, bai toan doi hoi tim khoang cach gitra hai duong
théng chéo nhau néi chung khong can xac dinh duong vudng goc chung.

Tuy nhién, trong mgt so bai toan lai doi hoi xac dinh dudng vudng géc chung
ctia hai dudng thing chéo nhau, d6 1a mét yéu cau cao hon. Muc nay dé danh dé
trinh bay cach tim duong vuong goc chung.

Nguyén tic chung dé giai bai toan nhu sau: Xac dinh diém Mea, Neb sao
cho MN L a, MN L b, khi d6 MN la dudng vudng goc cuaca ava b. Van dé la ¢
chd lam thé nao dé xac dinh duwoc hai diém M, N?

N b B Phuong phap tong quat (nhu da biét) ta giai
nhu sau:
Dung mit phing (P) chira a va song song
voi B. Liy mot diém B trén b, ké BB'e (P)

. (B’ (P)).
3 Trong (P) qua B’ dung b’//b.
GoiM=anb’.

Tu M ké MN//BB' (N € b).
Khi d6 MN la dudng vudng goc chung cua hai duomg thing chéo nhau a va b.
Tuy nhién, néu nhu a va b ¢6 cac cau tric dic biét (thi du nhu a, b vudng goc véi
nhau...) thi ta lai c6 cach xu ly riéng tuong ung va don gian hon.

Thidul:

d Tri.nh bay cach dyng duong vudng géc chung

voi hai duong thang chéo nhau va vudng goc
v@i nhau.

Giai

M b Dung (P) qua b va vudng goc vdi a.
Gia siran (P) = M.
N Trong (P) dung MN vudng gdc véi b.

Khi d6 MN la duong vubng goéc cilaa va b.
Xem mét (rng dung ctia thi du | sau diy:

31




Thi du minh hoa cho thi du 1: (Dé thi tuyén sinh Pai hoc khi B — 2002)
Cho_hinh ldp phuong ABCD.A,B,CD; canh a. Tim khoang cach giira hai
duong thang A\B va B\D.

Giai

p, Taco AB, L A;B (vi BAA,B, la hinh vuéng);
AB L AD(viAD 1 (BAAB)))
= AB 1L (BJAD) = A|B L B,D(I)
Vi DD| L (A|B|C|D|) = DD| L A|C|.
Do A;B,C D, 1a hinh vu6éng nén A|C, | B\D,.

D T d6 A]C] 1 (B]DD]) = A1C| 1 B|D(2)
Tu (1) (2) suy ra: BiD L (A,BC)) (3).
Bay gid ta tim giao diém caa B,D véi (A;BC)).
Goi H la giao diém cua AB, va BA,. Trong mat
chéo (B,A,DA) rd rang

HC,n"BD=G.

Do BH=HA :%CID: GH =%GCI = G la trong tdm cua tam giac A,BC,.

Vi A|BC, la tam giac déu nén GH 1 AB,conGH 1L B,DviB,D 1 (A;B,C)).
Nhu thé GH la duong vuong goc chung cia A\B va B;D nén noé chinh la
khoang cach giira A|B va B\D.

Ta co:
V23 a6

L LN d(A,B,B,D):“‘/6
32 6

Nhan xét: :

Trong thi du nay A1B L BID nén cach lam trong thi du trén chinh la sy thuc
hanh cic budce dad néu trong thidu 1.

Thi du 2:

Cho hinh tir dién déu ABCD canh a = 6 V2 em. Hay xac dinh va tinh d6 dai
doan vudng géc chung cuia hai duong thang AB va CD.
Goi M va N tuong tng la cac trung diém cia AB va
CD. Do ABCD la tir dién déu, néntacé6 CM L AB
vaDM 1 AB = AB L (MCD) = AN L MN
Li luan tuong tr co:
CD 1L (ANB) =CD 1 MN. .
Vay MN la dudng vudng goéc chung cua AB va CD.

6\/5.\/:;:3\/5.

TacoMC=MD = 5
Viy MN? = MC? - CN? :(3\/8)2 —(3\/5)2 =36
= MN = 6cm.




Thi du 3:

Cho hinh chép S.ABC c6 day ABC la tam giac vudng tai B, AB = a, BC = 2a,
canh SA vuong goc vai day va SA = 2a. Xéc dinh va tinh d¢ dai duong vudng goc
chung cia hai duong thiang AB va SC.

Goi M va N lan luot la trung diém cia SC va

AB. Tacdé: MA=MB =§7g =MN_Ll AB.

Dé thay tam giac vudng SAN bing tam giac
vuong NBC => NS =NC => NM L SC.
Viay MN la duong vudng géc chung cita AB va SC.
Ta co:
SC*=SA” + Ac’ =SA® + AB’ + BC’

=4a’ +a’ +4a’

:>SC=3a:MA=§,;a—.

Do d6 MN® = MA® — AN? =9~j——%:="a: = MN=a\2

Thidu4:

Cho hinh chop S.ABCD c6 day ABCD la hinh vudéng canh a, SA = h va SA
vudng goc véi mat phang (ABCD). Dung va tinh do dai duong vuong géc chung
cua hai duong thing SC va AB.

Giai

Taco AB L AD,AB L SA = AB1 (SAD)

= DC L (SAD) (do DC // AB).

Viy SD la hinh chiéu vudng goc ciia SC trén
(SAD).

Trong mat phéng SAD, vé AK 1L SD (Ke SD).

Trong mat phang (SCD), ké KE//CD (E € SC).

Trong mat phang xac dinh béi EK, AB (chi y
EK//AB) ké EF// AK (K e AB).

Do AB L (SAD) = AB 1L AK = AB 1 EF (1)
Taco: DC L (SAD) = (SDC) L (SAD).
Vi(SDC) n (SAD)=SDva AK L SD
= AK 1 (SCD).

= AK L SC = EF 1 SC (2).
Tir (1) (2) suy ra: EF la duong vudng goc chung cia SC va AB.
Dé thiy: EF = AK ma:

l—l+]—]+l:>EF— ah
AK®> SA? SD? n? a? Ja2 + 12

_ Nhan xét: Néu bai toan chi doi hoi tim khoang cach giira SC va AB thi ta ¢
thé lam nhu sau:
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Vi AB//CD => AB// (SCD)
5 d(AB,SC) = d(AB,(SCD)) =d(A,(SCD)) (do AK L (SCD))

= AK = ah

s val+h?

Thidy 5:
Cho dudng tron duong kinh AB = 2R trong
mat phang (P). C la mét diém chay trén dudng
tron. Trén duong thang di qua A va vudng goc
voi mat phiang (P) ldy diém S sao cho SA =a <
2R. Goi E va F lan luot Ia trung diém cua AC
va SB,
Xac dinh vi tri coa C trén duodng tron sao cho
EF la duong vudng gdéc chung cua AC va SB.

Do AC L BC = SC L BC (dinh li ba dudng vudng goc).

Tir d6 suy ra FA=FC (1)

Nhur thé (1) ddng v&i moi vi tri cua C trén duong tron.

Pé EF la duong vudng goc chung cia AC va SB vi thé chi can EF L SB.

TacoEF L SB < ES=EB

< ASAE=ABCE < BC=SA=a.

Viy C la dudng giao cta hai dudng tron: duong tron duong kinh AB = 2R da
cho va dudng tron tim B ban kinh a. Via <2R nén ton tai 2 giao diém C nhu vay.

§3. BAI TOAN XAC DINH GOC GIUA HAI PUONG
THANG CHEO NHAU, GOC GIUA HAI MAT PHANG VA
GIUA DBUONG THANG VA MAT PHANG

Bai toan xac dinh géc giita cac yéu t6 dudng va mat phéng trong khong gian
cung la mgt trong nhirng dang toan hay gfip trong cac ki thi tuyén sinh vao Dai hoc
va Cao ding trong nhung nam fPan day. Co hai loai toan chinh sau day:

1/ Xac dinh goc « (c6 thé la tim a, hodc tim mot ham sé luong gidc nao do
cua o), & day a la goc giira hai duong thang chéo nhau, gitra hai mat phang, hoidc
giira dudng thang, va mit phang,

2/ Tim diéu kién dé cic goc a ndi trén nhan mdt gia tri cho trudc nao dé. (Cha
y néu o = 90° ta ¢ cac bai toan vé quan h¢ vudng goc xét trong §1).

Pé giai bai toan loai nay chi can nim viing cic dinh nghia vé cac goc trong
khong gian da dugc hoc ki trong sach gido khoa & nha truong pho thong.

Loai 1: Cac bai toan xac dinh gdc trong hinh hoc khong gian:

pé giai bai toan loai nay ta tién hanh theo hai budc sau day

- Gia sir can xéc dinh goc o (hodic mot ham sé lugng gide cha goc a) giira hai
dudng thang chéo nhau d va d’. Chon mét diém A thich hgp trén d. Qua A vé
dudmg thang d, // d. Khi d6 goc c6 dinh A tao béi d va d, chinh la géc tao boid va d’.
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- Trong mit phiang xac dinh bai d va d,, hoan toan dya vao cac kién thirc cua
hinh hoc phang dé xé4c dinh d6 16n cia goc a, hodc tinh ham sb lugng giac cia goc
a theo yéu cau dé bai. O day, thuong 1a cac bai toan don gian vé hé thirc lugng giac
trong tam giac, hodc la cac bai toan lugng giac rét co ban.

Thi du 1: (Dé thi tuyén sinh Pai hoc khéi A - 2008)

,Cho ling try ABC.A’B’C’ c6 46 dai canh bén
bang 2a, day la tam giac vudng tai A c6 AB =
a, AC = av3. Hinh chiéu vudng goc cia dinh
A’ trén mit phing (ABC) la trung diém cua
canh BC. Tinh cosin ctia goc giita hai dudmg
thing AA’ vaB'C’.

B:

Giai:

Goi M la trung diém ciia BC. Trong mjt phing
(ABC), qua A ké d // BC (tac lad // B’C’ do
BC//B’C’),

khi d6: a=(AA";B'C')=(AA",d)

Vi BAC la tam gidc vuong tai A, néntacé AM=MB=MC = %C—= a.

L

(vi BC* = AB* + AC’ =a’ +3a’ =4a°%).
Do ¢6 MAB la tam giac d€u canh a.

Ké AH L BC, khi d6 HM = HB = %
Ke MK 1 d = A’K L d(dinh li ba duong vudng goc).
D& thy AHMK 14 hinh chir nhat nén AK = HM = % .

S

Trong tam gidc vudng A’AK ta co

a
cosa=cosm=ﬂ(-=_2_:_]_
AA 2a 4

Thi du 2: (Dé thi tuyén sinh Dgi hec,
BCao ding khéi B — 2008)

Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy ABCD

13 hinh vubéng canh b?ang 2a,SA =a,

SB = a3 va mit phing (SAB) vudng géc voi mat phing day. Goi M, N lan
luot la trung diém ctia AB, BC. Tim cosin cta géc giira hai dudong thing SM, DN.
Giai

Ta co SA =a; SB= aJ3 va AB = 2a nén ASB la tam giac vuong tai S va co
SAB = 60° ’ ,
Vi (SAB) vuong goc voi mét phiang day nén néu ké SH L AB thi SH L (ABCD).

Vi SAB = 60° nén SAM la tam gic déu = HA = HM =%.
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4 7T

Trong mat phang (ABCD) ké HK L MP = SK L MP (dinh li ba dudng
Ay M B .

\

vudng goc) ta ¢é: (SM,DN)=SMK =« (do (MP//DN))
je

Vi thé cosazME:ME H
. SM
Ta co MK = MH cos HMK

%cos AMP =2 MA
D

T (1) va (2) suy ra cosa = ~‘/§—
Thi dy 3: (I)e thi tuy én sinh dyi hpc khdi A - 2004)

Cho hinh chop S.ABCD c6 day fa hinh thoi
z,mh bang J5 . AC = 4 va chiéu cao cia hinh

chép 1a SO = eNEW day O la giao diém cta
AC va BD. Goi H la trung diém cia SC. Tim
goc gira hai dudng thang SA va BM

Vi MO//SA nén (SA.BM)=OMB (1)
8  BO L AC (ddy Ia hinh thoi) va BO L SO (do SO L
(ABCD)) = BO U

1 (SAC) = BO L OM.
D thiy: SA = 23 = MO =V3;B0 = [(\5) -

Do dé6 tanOMB QB l

27 =1.

= —= = OMB =30" = (SA,BM) = 30"
o 5 ( )

Thi dy 4: (Dé thi tuyén sinh Dai hoc khéi A - 2003)

Cho hinh lgp phuong ABCD.A'B'C'D
o

Tim sé do cta goc tao bai hai mat phang
(BA'C) va(DAC).

Giai
Ta c6 (BA'C)N(DA'C)=A'C = A'DC la
tam gidac vuong tai D. Ke DH 1L A'C. Hai
Ctam giac vudng A'DC va A'BC bang nhau vi
¢ chung canh huyén A°C va A’B = AD, nén
suy ra BH 1L A’C. Vay BHD chinh la goc
gifra hai mat phang: (BA'C)va(DAC).
g tam gidc A'DC ta co: DA™.DC = A’C.DH.

DA'DC av2a aV2
DH = = = .
A'C a3 3




aV2

H Xét tam giac can HBD dinh H véi HB = HD = ——\/5—
/ vaBD=aV2.
, Y
B K D Ké HK L BD=BK =KD = 5

BK a\/_ NE]

Taco BHK = —> = =-—:Bm =60° = HBC = 120°.

BH a\/_
BENEY

Vay goc gitra hai mit phang (BA'C) va (DA'C) béing 60°.
Clui y: .
Theo dinh nghia, goc gitra hai mt phang <90°.
Thi du 5:
Trong mat (P) cho tam giac ABC vuong tai C, AB = 2a, 6\\8 =60". Poan SA = a
va vudng goc vai (P). Tinh sin (a), & day « la goc giira hai mat phiang (SAB) va (SBC)
Giai
Ké AH L SC, AK1SB(HeSC, Ke SB).
DoBCL1 AC,BC L SA = BC L (SACQ)
= (SBC) 1 (SAC). Do AK L SB nén
HK L SB (dinh li ba duong vudng goc)
Vay AKH = a la goc giira hai mat phing
B (SAB) va (SBC).

Tacd sinazA—H (N
AK

aa a\/z

Tacd ASSAC=AH.SC > AH=—x=

av2 2
,
Lai co AS.AB = AK.SB = AK = 3:? “5‘/_
a

5a2 @

Thay lai vao (1) ta co: sino = =
2.2a5

Loai 2: Cac bai toan tim diéu kién dé géc can tim bing mét dai luong cho
trudc:

Phuong phap dé giai loai toan nay nhu sau:

- Xac dinh goc a (coi nhur bai toan ¢b dinh — tirc 1a bai toan thude loai 1).

- Tur diéu kién yéu cau vé a. ta ¢6 mot phuong trinh don gian dé xac dinh mot
~ &n s da chon tir trude. Viée tim dn s nay cho phép ta tim dugc 10 giai ciia bai toan.

Chi y rang néu « = 90°, ta ¢6 bai toan: Tim diéu kién dé hai mat phing vuéng
goc véi nhau, hodc hai dudng thang vudng goc véi nhau. Vi dang nay bai toan da
duge xét trong §1, va da duoc dé cap dén trong cac bai toan thi tuyén sinh vao Dai
hoc. Cao déng {xem dé thi Dai hoc khéi A - 2002).
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Thi du I:

Trong mat phang (P) cho tam gidc ABC vudng tai C, AB = 2a, CAB = 60°,
doan SA = h va SA vudng géc véi (P). Tim h sao cho géc giira hai mat phang
(SAB) va (SBC) bing 60°.

Giai )
K¢ AH L SCvaAK L SB(HeSC:K €SB).
Theo thi dy 6 loai 1, thi AKH = o la goc giira

hai mit phéng (SAB) va (SBC). Tur do:

o =60° osinaﬁ c}.&:._\/_i_ (1)
_ 2 AH 2
Tacd: AH= ASAC __ ah ,
SC \[a2+h2
AK = AS.AB _ Z?h :
SB 22’ +h’
Tha)’ vao (1) suy ra: __4_3.:_+_h; :.\—/_é. o 482 + h2 - 3a2 + 3h2 S h= a\/z .
24a’+h? 2 _ ‘_‘2

Thidu2:

Trong mat phing (P) cho hinh vuéng ABCD canh bang a. Poan SA ¢cé dinh
vudng goc voi (P) tai A. M, N lan luot 1a hai diém di dong trén canh BC va CD.
bit BM = u; DN = v. Chirng minh r%mg a(u + v) + uv = a’ 1a diéu kién can va du dé
hai mit phing (SAM) va (SAN) tao vdi nhau mét goc 45°,

Giai

Tacé (SAM)N(SAN)=SA

ViSA L(ABCD) => AM L SA, AN 1 SA
Do vdy MAN = a la goc gilta hai mat
phing (SAM) va (SAN). Tir dé:

o = 45° <> NAD + BAM = 45°

<> tan (N’AT)+ m) =1

o tan NAD + tanBAM _
l—tanm)tan m

|

<> a(u+a)+uv=a’ =>dpem.
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BAI TAP TU GIAI

Bai 1:

Hinh chop S.ABCD c6 day ABCD Ia hinh thoi canh a va SA =SB =SC =a.

1/ Chirng minh mat phing (ABCD) vudng goc v6i mat phing (SBD).

2/ Ching minh SBD 1a tam giac vuodng tai S. .

Bai 2: :

Tir dién S.ABCD ¢6 SA vudng goc véi mat phiang (ABC). Goi H va K lan
lugt 1 trong tam cua cac tam giac ABC va SBC.

1/ Chimg minh SC vuéng géc véi mat phang (BHK) va (SAC) L (BHK).

2/ Chimg minh HK L (SBC) va (SBC) L (BHK).

Bai 3: _

Trong mit phang (P) cho hinh chir nhat ABCD. Qua A dung nira dudng théng
Ax vudng goc vai (P). foy S 1a mQt diém tuy y trén Ax (S# A). Qua A dung mit
’ phéng (Q) vudng goc voi SC. Gia sir (Q) cit SB, SC, SD lan luot tai B”, C°, D’.

Ching minh AB™ L SB; AD” L SDva SB.SB’ = SC*.SC’=SD.SD’

Bai 4:

Cho lang try dimg ABC.A’B’C’ day 1a tam gidc ABC vdoi AB=AC, BAC =a.
Goi M la trung diém ctia AA” va gia sir mat phing (C’MB) tao vai day (ABC) mot
goc 3. :

1/ Chiing minh C'BC = B.

2/ Chirng minh tan% = cosP la diéu kién cin va di dé BM L MC".

Bai §: :
Cho hinh chép S.ABCD 1a hinh vudng canh a. ¢c6 SA = h va vubng goc vai
mat phing (ABCD). Dung va tinh d¢ dai doan vudng goc chung coa
1/SB va CD.
2/ SC va BD.
Pap s6: 1/ Khoang cach 1a BC = a.
ahv2

2/ Khoang cach 1a OH = ——=, 0 ddy O la tdm cua day.
avh’ +a’

Bai 6:

Cho hinh chép tam giac S.ABC c6 day la tam giac déu canh 7a, canh SC
vubng goc voi mat phiang (ABC) va SC = 7a. Tim khoang cach giira hai duong
thing SA va BC.

Pdp sd: av21 .
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Bai 7:
Trong mat phéng (P) cho hinh thoi ABCD ¢é tam la O va canh a va

OB = a?. Trén dudng thing vudng goc voi mit phing (ABCD) tai 0, lay diém

S sao cho SB = a. .
Tinh khoang cich giira hai duong thing SA va BD.

a3

Ddp so: 5

Bai 8:

Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’ ¢6 canh la a. Goi E, F va M lan luot
la trung diém cua AD, AB va CC'. Goi ¢la goc giita hai mat phang (ABCD) va
(EFM). Tinh cos .

Dap sb: 3\]/:_1 .

Bai 9:

Trong mit phfmg (P) cho hinh vuéng ABCD canh a. Dyng doan SA vuéng
goc vai (P) tai A. Goi M va N lan luot 1a cac diém trén BC va CD. bat BM = u,
DN = v. Ching minh rang a(u + v) + v =a’3 la diéu Kién can va di dé hai
mat phéng (SAM) va (SAN) tao va&i nhau mét goée 30°.
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